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Resum
Una imatge estereosco`pica e´s en realitat una parella d’imatges d’una matei-
xa escena que, mostrades i visualitzades adequadament, donen informacio´
sobre la profunditat dels objectes representats. Actualment aquest tipus
d’imatges estan esdevenint cada cop me´s populars degut a la introduccio´
en el mercat de televisors 3D, i a la cada cop me´s habitual realitzacio´ de
pel´ıcules en aquest format.
Per a obtenir una imatge estereosco`pica amb la ma`xima qualitat, les
imatges per cada ull s’han de prendre situant les ca`meres a una dista`ncia
similar a les dels ulls i amb orientacions ide`ntiques, exa`ctament igual que
en els ulls. Aixo` que en el cos huma` s’aconsegueix amb, aparentment,
tanta facilitat, reproduir-ho artificialment e´s realment complicat. Qualsevol
petita pertorbacio´ en el muntatge de les ca`meres (moviments, dilatacions
per canvis de temperatura, etc) pot provocar un allunyament molt gran
de les condicions ideals. Per tant, tot i que cada cop s’estan aconseguint
sistemes me´s fiables, encara segueix sent complicat i car.
L’objectiu d’aquest projecte e´s proposar una alternativa barata per a
obtenir imatges estereosco`piques sense la necessitat de que les ca`meres es-
tiguin en les condicions ideals de dista`ncia i orientacio´. S’estudiaran tot un
seguit de procediments necessaris per partir de dos imatges preses amb una
posicio´ qualsevol de les ca`meres, i acabar obtenint una imatge estereosco`pica
de l’escena fotografiada.
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Introduccio´
Les imatges estereosco`piques han de permetre al cervell poder realitzar el
proce`s de diplopia fisiolo`gica (obtenir informacio´ sobre la profunditat d’un
punt a partir de dues imatges).
El proce`s que se segueix en aquest projecte per tal de generar imatges
estereosco`piques a partir d’una posicio´ qualsevol de les ca`meres e´s:
• Obtencio´ i representacio´ de les imatges
• Rectificacio´ de les imatges
• Ca`lcul de les profunditats (mapa de disparitats)
• Generacio´ d’una nova imatge esquerra a la dista`ncia apropiada.
• Composicio´ de la imatge estereosco`pica
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Cap´ıtol 1
Obtencio´ d’imatges i rectificacio´
1.1 Representacio´ d’imatges
En aquesta seccio´ s’introduiran els models matema`tics que es faran servir
per a les imatges en escala de grisos, els espais de color i els models per a
les imatges en color.
1.1.1 Imatges en escala de grisos
Al llarg d’aquest projecte, es consideraran les imatges com a objectes plans
(fotografies en paper, pantalles d’ordinador, pintures sobre llenc¸os,...), e´s a
dir que el punt de partida sera` una regio´ Ω ⊂ R2 compacta∗ i connexa†.
A cada punt d’aquesta regio´ se li assigna un valor de gris, essent el valor
mı´nim el corresponent al negre (menor intensitat de llum) i el valor ma`xim
el corresponent al blanc (ma`xima intensitat de llum), de manera que el
nivell de gris es pot modelar com una aplicacio´ I : Ω ⊂ R2 → [0,∞) ⊂ R
tal que a cada punt (x, y) ∈ Ω li assigna el seu valor de gris I(x, y). Per
tant el model matema`tic d’imatge en escala de grisos sera` el segu¨ent:
∗Un subconjunt de Rn e´s compacte si e´s tancat i fitat (Teorema de Heine-Borel)
†De manera poc rigurosa, es pot definir regio´ connexa com aquella que esta` formada
per una sola pec¸a
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Definicio´ 1. Una imatge en escala de grisos e´s un parell (Ω, I), sent Ω ⊂
R2 una regio´ compacta i connexa, i I : Ω→ [0,∞) una aplicacio´ que assigna
a cada punt (x, y) ∈ Ω un valor de gris.
Sovint, si se sobreente´n quina e´s la regio´ Ω s’anomena imatge en escala
de grisos simplement als valors de l’aplicacio´ I. E´s important remarcar que
l’aplicacio´ I no e´s necessa`riament cont´ınua (de fet en la immensa majoria
dels casos no ho sera`.
Per a poder tractar una imatge amb ordinador, primer de tot cal aplicar-
li el proce´s de digitalitzacio´, e´s a dir discretitzar-la per a fer-la apta per a
poder ser tractada digitalment. No s’explicara` aqu´ı en que` consisteix aquest
proce´s perque´ excedeix els objectius d’aquest projecte i d’aquesta memo`ria,
de manera que es passara` a tractar directament el concepte d’imatge digital
en escala de grisos. S’ha de dir, aixo` s´ı, que la necessitat de digitalitzar
prove´ del fet que un ordinador no permet treballar amb regions cont´ınues
(en el sentit estricte de continuitat) perque´ caldria memo`ria infinita, i del
fet que una pantalla d’ordinador no e´s cont´ınua sino que e´s un conjunt de
punts, molt propers entre ells per a donar la sensacio´ de continuitat, que
emeten llum cadascun d’ells per separat. Aix´ı doncs, l’espai de treball passa
a ser Z2 en comptes de R2, i la regio´ Ω sera` [1, N ] × [1,M ] ⊂ Z2. A me´s
a me´s, per les raons exposades, existira` tambe´ una limitacio´ en el nombre
de valors que pot prendre I, de manera que es prenen 256 nivells de gris,
sent 0 el valor assignat al negre i 255 el valor assignat al blanc. Per tant,
de manera ana`loga a la definicio´ anterior:
Definicio´ 2. Una imatge digital en escala de grisos e´s un parell (Ω, I), sent
Ω = [1, N ] × [1,M ] ⊂ Z2 amb N,M ∈ Z+, i I : Ω → [0, 255] ∩ Z una
aplicacio´ que assigna a cada punt (x, y) ∈ Ω un valor de gris. Els punts
(x, y) ∈ Ω s’anomenen p´ıxels de la imatge i el nombre N ·M rep el nom de
resolucio´ de la imatge.
Observacions:
• Igual que abans, sovint se sobreente´n la regio´ Ω i per tant s’identifica
la imatge amb els valors que pren I.
• La resolucio´ de la imatge e´s el nombre de p´ıxels que te´ aquesta, i
do´na una idea del detall amb el que es poden observar els objectes
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representats. E´s, per tant, una mesura de qualitat. Usualment, donat
que el valor de la resolucio´ pot ser elevat es do´na en megap´ıxels, aix´ı per
exemple una imatge amb N = 1200 i M = 1400 tindra` una resolucio´
de 1200 · 1400 = 1920000 ≡ 1.92 megap´ıxels.
• Una imatge digital en escala de grisos es pot pensar com una imatge
en escala de grisos considerant la regio´ Ω = [1, N ] × [1,M ] com un
subconjunt de R2 en comptes de Z2 i extenent l’aplicacio´ I adequa-
dament.
Exemple 1. Sigui Ω = [1, 10] × [1, 10] ⊂ Z2 i I : Ω → [0, 255] l’aplicacio´
que ve donada pels segu¨ents valors:
0 14 28 43 57 71 85 99 113 128
14 28 43 57 71 85 99 113 128 142
28 43 57 71 85 99 113 127 142 156
43 57 71 85 99 113 128 142 156 170
57 71 85 99 113 128 142 156 170 184
71 85 99 113 128 142 156 170 184 198
85 99 113 128 142 156 170 184 198 212
99 113 127 142 156 170 184 198 212 227
113 128 142 156 170 184 198 212 227 241
128 142 156 170 184 198 212 227 241 255

la representacio´ de la imatge digital en escala de grisos corresponent e´s:
Figura 1.1: Imatge digital en escala de grisos
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1.1.2 Espais de color
Per a poder parlar d’imatges en color cal poder parlar abans amb precissio´
del color en si. L’objectiu d’aquest apartat e´s, doncs, definir que` e´s el color i
definir i explicar que` e´s un espai de color i quins so´n els espais me´s habituals.
Intuitivament, la nocio´ de color e´s molt evident. Donar-ne una defini-
cio´ precisa i rigorosa ja no e´s tan evident. Segons la Gran Enciclope`dia
Catalana, el color e´s la ”qualitat de la sensacio´ produ¨ıda en un ob-
servador per l’efecte distint que provoquen en la retina les llums
de diferents longituds d’ona compreses entre uns 380 i uns 760
nm”, d’aquesta manera quan es diu, per exemple, que un objecte e´s ver-
mell e´s perque´ emet longituds d’ona compreses entre 620 i 760nm, que so´n
els valors corresponents als colors vermells.
Per a treballar amb colors, ja sigui en visio´ artificial, art, televisio´, foto-
grafia... es necessita establir un model de color, i aixo` e´s justament el que
proporcionen els espais de color. De manera poc rigorosa es pot dir que
els colors es poden combinar linealment entre ells o, dit d’una altra forma,
mesclar-los, per exemple agafant pots de pintura de colors diferents i bar-
rejant unes determinades quantitats de cada pot per a obtenir una pintura
d’un nou color.
Definicio´ 3. Un espai de color de dimensio´ n e´s el conjunt format per totes
les combinacions lineals de n colors independents (colors tals que cap d’ells
es pot obtenir com a combinacio´ dels altres).
Per exemple, l’escala de grisos seria un espai de color de dimensio´ 1
prenent com a base el color blanc. Els espais de color me´s habituals tenen
dimensio´ 3: RGB, RYB... Donats dos espais de color, es dira` que un e´s
millor si permet obtenir com a mı´nim els mateixos colors que l’altre.
La intencio´ e´s determinar un espai de color de dimensio´ baixa i que sigui
el millor posible. Cal diferenciar dos situacions: que l’objecte que es vol
tractar emeti el color per reflexio´ de llum (pintures, papers, fotografies,...),
o que el propi objecte sigui una font emisora de llum (pantalles, leds, lletrers
lluminosos...). En el primer cas la formacio´ de colors e´s mitjanc¸ant el que es
coneix com a s´ıntesis substractiva, i en el segon cas com a s´ıntesis additiva.
La rao´ d’aquests noms e´s perque, per exemple, si es mescla un pot de pintura
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vermella i un pot de pintura blava, experimentalment es pot comprovar com
el color resultant sera` negre, e´s a dir que mesclant una pintura que reflecteix
el color vermell amb una que reflecteix el color blau, el resultat e´s una nova
pintura que no reflecteix cap color, d’aqu´ı el nom de s´ıntesis substractiva.
En canvi en la s´ıntesis additiva, com que la font emisora de llum e´s el propi
objecte, a mesura que se superposen objectes s’aniran emetent cada cop
me´s longituds d’ona (tantes com objectes amb longituds d’ona diferents
s’ajuntin).
En el cas de la s´ıntesis substractiva, un primer intent e´s l’espai RYB
(Red, Yellow, Blue), que pren com a base els colors vermell, groc i blau.
Amb el temps es va acabar demostrant que aquest espai de color no era
bo, en el sentit de que no permet aproximar be´ tots els colors. Una millora
d’aquest e´s l’espai CMYK (Cyan, Magenta, Yellow, Key), espai de dimensio´
4 que pren com a base el cian, el magenta, el groc i el negre. Aquest espai
de color e´s el que es fa servir habitualment en la impresio´ de colors.
En el cas de la s´ıntesis additiva, l’estrate`gia me´s inteligent e´s fixar-se en
l’anatomia de l’ull. Les ce`lules encarregades de captar la llum so´n els cons i
els bastons. D’aquestes, les que capten el color so´n els cons, i d’aquests hi ha
tres tipus: els que capten llum blava, els que capten llum vermella i els que
capten llum verda. Sembla, per tant, que la opcio´ me´s raonable e´s prendre
com a base aquests tres colors, i aixo` e´s el que dona lloc a l’espai RGB.
Aquest espai e´s l’usat en pantalles i monitors, i sera` per tant el que s’usara`
en aquest projecte. Aix´ı doncs, d’ara en endavant, llevat que s’especifiqui
el contrari, se suposara` que es treballa amb l’espai de color RGB.
1.1.3 Imatges en color
La idea per a poder parlar d’imatges de color e´s molt similar a la manera de
modelar les imatges en escala de gris. Es pot pensar en cadascun dels tres
canals de color per separat, vermell, verd i blau, i assignar a cada punt de la
imatge un valor d’intensitat de vermell, un de verd i un de blau, exactament
igual que s’assigna un valor de gris en les imatges en escala de grisos.
Definicio´ 4. Una imatge en color e´s un parell (Ω, I), sent Ω ⊂ R2 una
regio´ compacta i connexa, i I : Ω → [0,∞)3 una aplicacio´ que assigna a
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cada punt (x, y) ∈ Ω un valor de vermell, un valor de verd i un valor de
blau.
I de la mateixa manera que amb les imatges en escala de grisos, es pot
definir el concepte d’imatge digital en color:
Definicio´ 5. Una imatge digital en color e´s un parell (Ω, I), sent Ω =
[1, N ] × [1,M ] ⊂ Z2 amb N,M ∈ Z+, i I : Ω → [0, 255]3 ∩ Z una apli-
cacio´ que assigna a cada punt (x, y) ∈ Ω un valor de vermell, un valor de
verd i un valor de blau. Els punts (x, y) ∈ Ω s’anomenen p´ıxels de la imatge
i el nombre N ·M rep el nom de resolucio´ de la imatge.
Sovint sera` u´til escriure I = (IR, IG, IB), on cada component de I e´s la
intensitat d’un color (vermell, verd i blau respectivament). Igual que en el
cas de l’escala de grisos, es poden fer les segu¨ents observacions:
• Se sobreente´n la regio´ Ω i per tant s’identifica la imatge amb els valors
que pren I.
• Una imatge digital en color es pot pensar com una imatge en color
considerant la regio´ Ω = [1, N ]× [1,M ] com un subconjunt de R2 en
comptes de Z2 i extenent l’aplicacio´ I adequadament.
Exemple 2. Sigui Ω = [1, 10]× [1, 10] ⊂ R2, i la segu¨ent imatge digital en
color: Alguns valors d’I so´n:
Figura 1.2: Imatge digital en color
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I(1, 1) = (0, 0, 0)
I(10, 1) = (128, 128, 64)
I(1, 10) = (128, 128, 64)
I(5, 5) = (113, 113, 57)
(10, 10) = (255, 255, 128)
1.1.4 Model matema`tic de la ca`mera fotogra`fica
Donat un punt de l’espai del qual se’n fa una fotografia, el model matema`tic
de la ca`mera fotogra`fica permet establir quina e´s la relacio´ entre les coorde-
nades d’aquest punt i el p´ıxel que el representa en la imatge que s’obtindra`.
El model en qu¨estio´ s’ha extret de Ma [14].
S’assumira` el compliment de les segu¨ents hipo`tesis:
• La dista`ncia focal de la lent de la ca`mera tindra` un valor conegut, f .
• L’origen de coordenades se situara` al centre de la ca`mera.
• Es prendra` com a eix Z la direccio´ perpendicular a la lent de la ca`mera.
A me´s a me´s, es suposara` que la lent de la ca`mera e´s infinitament petita,
e´s a dir que ocupa tant sols un punt de l’espai. Aquesta suposicio´ dona lloc
a l’anomenat model pinhole. L’accio´ de fer una fotografia consisteix en
projectar els punts d’una escena sobre un pla anomenat pla de la imatge.
Definicio´ 6. S’anomena pla de la imatge al pla paralel al pla ca`mera que
es troba a dista`ncia f d’aquest.
El sistema de coordenades que es pren al pla de la imatge consisteix en
agafar com a origen la projeccio´ ortogonal del centre de la ca`mera sobre el
pla de la imatge, e´s a dir el punt de coordenades espaials (0, 0, f) (ja que
l’origen de coordenades espaials s’ha situat al centre de la ca`mera), i com a
base els vectors (1, 0, 0) i (0, 1, 0), de manera que es pot identificar el pla de
la imatge amb R2 i el subconjunt Ω del pla de la imatge on es projectaran
els punts de l’escena es pot pensar com un subconjunt de R2.
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Figura 1.3: Pla de la imatge
L’aplicacio´ que envia un punt P = (X, Y, Z) a la seva projeccio´ s’anome-
nara` pi, i la notacio´ que es fara` servir sera` (x, y) = pi(X, Y, Z). A la matriu de
l’aplicacio´ pi en coordenades projectives se l’anomena matriu de la ca`mera,
i es denotara` per R. En la base cano`nica,
 xy
1
 = R

X
Y
Z
1
 =
 1 0 0 00 1 0 0
0 0 1/f 0


X
Y
Z
1

Com que en aquest projecte es treballara` ba`sicament amb imatges di-
gitals en color, se suposara` que les imatges obtingues amb la ca`mera so´n
d’aquest tipus. Aix´ı doncs, el pla de la imatge sera` realment Z2, i quan
es projecti un punt P = (X, Y, Z) caldra` arrodonir les coordenades de la
projeccio´ per a que siguin nombres enters.
1.2 Ca`meres i rigs stereo
En aquest apartat s’explicara` breument la te`cnica de captacio´ d’imatges
estereosco`piques, es mostraran algunes de les solucions que es fan servir
actualment i es veuran les dificultats i els inconvenients que poden sorgir.
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1.2.1 Captacio´ d’imatges este`reo i solucions actuals
Com ja s’ha comentat a la introduccio´, per a generar una imatge este`reo
cal prendre dues imatges d’una mateixa escena, una per a ser visualitzada
amb l’ull esquerra i una altra per l’ull dret, per a proporcionar al cervell la
mateixa informacio´ que rebria si l’escena fos observada a la realitat. Pero`
justament per aquest motiu, cal aconseguir captar les imatges de la manera
me´s semblant possible a com ho farien els ulls, e´s a dir, situant les ca`meres
a la mateixa alc¸ada, orientant-les de manera ide`ntica, i posant-les a una
dista`ncia apropiada. Les ca`meres han de ser ide`ntiques o, al menys, tenir
la mateixa dista`ncia focal.
Per a fer aixo`, o be´ es construeix un rig este`reo, consistent en muntar
les dues ca`meres sobre un suport que les mantingui fixes i correctament
orientades, o be´ es construeix una ca`mera amb dos lents que capta les dues
imatges.
A continuacio´ es mostren alguns exemples de rigs i ca`meres este`reo:
Figura 1.4: Rig este`reo amb dos ca`meres Panasonic HDC-SD9 CCD
Font: http://www.ssontech.com
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Figura 1.5: Rig este`reo amb dos ca`meres Canon Powershot
Font: http://www.andrewhazelden.com
Figura 1.6: Ca`mera este`reo Fujifilm FinePix Real 3D
Font: http://fujifilm.co.uk
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Figura 1.7: Ca`mera analo`gica Kodak Stereo Camera de l’any 1954
Font: http://en.wikipedia.org
1.2.2 Dificultats i inconvenients
El principal inconvenient dels rigs este`reo e´s la dificultat per a aconseguir
la rigidesa que es requereix. Cal que, en tot moment, les dues ca`meres
conservin una orientacio´ ide`ntica, que estiguin sempre a la mateixa alc¸ada
i a la mateixa dista`ncia relativa entre elles. Aixo` implica una seleccio´ de
materials apropiada, per evitar deformacions amb el temps i dilatacions per
l’augment de temperatura, i un proce´s de fabricacio´ molt acurat.
En quant a les ca`meres este`reo, justament pels mateixos requeriments
de rigidesa en quant a la dista`ncia i orientacio´ de les lents, el proce´s de
fabricacio´ e´s me´s car.
1.3 Geometria epipolar
Abans de poder parlar de la deteccio´ de punts caracter´ıstics i la rectificacio´
de les imatges, cal saber quina informacio´ sera` rellevant per a poder realitzar
aquests procesos. La geometria epipolar serveix per a justificar la forma com
es planteja la rectificacio´ d’imatges.
Definicio´ 7. Donades dues ca`meres amb la mateixa dista`ncia focal, situades
als punts Ol i Or (centres de la ca`mera esquerra i dreta respectivament), i
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un punt P no alineat amb Ol i Or, s’anomena pla epipolar de P al pla que
conte´ els punts Ol, Or i P .
Figura 1.8: Pla epipolar de P
Definicio´ 8. En les mateixes condicions de la definicio´ anterior, la inter-
seccio´ del pla epipolar amb els plans de les imatges esta` formada per les
l´ınies epipolars de P, i la interseccio´ de la recta que uneix els centres de
les ca`meres amb els plans de les imatges e´s el parell de punts anomenats
epipols.
Observacio´: Els epipols no depenen del punt P
En el cas ideal per a poder obtenir dues imatges adequades per a compo-
sar una imatge este`reo, e´s a dir amb les ca`meres amb la mateixa orientacio´,
les l´ınies epipolars d’un punt P seran les mateixes als dos plans de la imatge,
i els epipols no existiran, ja que la recta d’unio´ dels centres de les ca`meres
sera` paralela als plans de les imatges (en termes de geometria projectiva es
dira` que els epipols es troben a l’infinit).
S’observa a me´s que prenent un sistema de refere`ncia tal que la l´ınia
que uneix ambdues ca`meres sigui horitzontal, aleshores les l´ınies epipolars
seran tambe´ horitzontals. Per tant, la situacio´ desitjada sera` aquesta. E´s a
dir, el proce´s de rectificacio´ consistira` en aplicar transformacions afins a les
imatges per a aconseguir que les l´ınies epipolars de cada punt P de l’escena
siguin horitzontals i estiguin a la mateixa alc¸ada.
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Figura 1.9: Geometria epipolar amb la mateixa orientacio´ de les ca`meres
1.4 Deteccio´ i descripcio´ de punts caracter´ıstics
1.4.1 Plantejament del problema
Per tal de convertir en horitzontals les l´ınies epipolars, abans cal cone`ixer
alguns punts equivalents en les dues imatges per poder determinar aix´ı qui-
na transformacio´ caldra` aplicar. Per a determinar punts equivalents caldra`
que aquests siguin suficientment caracter´ıstics i fa`cilment identificables a
ambdues imatges. Per exemple, en la parella d’imatges de la figura 1.10
els punts assenyalats amb color blau no so´n interessants ja que es poden
confondre fa`cilment amb altres colors del cel. No obstant els punts vermells
so´n fa`cilment identificables en ambdues imatges. Aix´ı doncs, la recerca de
punts caracter´ıstics s’haura` de centrar en ve`rtexos, cantonades, punts amb
forma de T,... E´s a dir, punts d’una escena que siguin fa`cilment identifi-
cables sota qualsevol punt de vista. Tradicionalment, per detectar punts
caracter´ıstics s’han fet servir detectors de cantonades com el detector de
Harris [2], l’algoritme de Shi i Tomasi, SUSAN (Smallest Univalue Segment
Assimilating Nucleus), detectors de canvis d’iluminacio´ com la difere`ncia de
gaussianes... Un cop s’han detectat els punts caracter´ıstics, s’assigna a ca-
dascun d’ells un vector anomenat descriptor que emmagatzema informacio´
sobre el punt en qu¨estio´, i aleshores per a identificar un punt d’una imat-
ge amb el seu punt corresponent a l’altra imatge cal definir i minimitzar
una dista`ncia entre els vectors descriptors (dista`ncia euclidiana, dista`ncia
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Figura 1.10: Punts caracter´ıstics
de Mahalanobis,...). El problema d’aquests algoritmes i dels descriptors
que s’han fet servir cla`ssicament e´s que no tots so´n robustos o invariants
respecte de canvis i pertorbacions en les imatges. Per aquest motiu es van
desenvolupar algoritmes com el SIFT (Scale Invariant Feature Transform),
explicat a [9], que proporciona uns punts caracter´ıstics i uns descriptors
invariants a canvis d’escala, rotacions, i robustos per canvis d’iluminacio´,
soroll,... i me´s recentment el SURF (Speed-Up Robust Features), [4], que
proporciona resultats similars al SIFT pero` amb una velocitat de ca`lcul molt
me´s elevada.
1.4.2 SURF
En aquest apartat s’explicara` el me`tode emprat en aquest projecte per a
la deteccio´ i descripcio´ de punts caracter´ıstics, el me`tode SURF. Primer
s’explicara` l’algoritme per a detectar punts i seguidament s’introduira` el
vector de descriptors que es fara` servir. Com que aquest algoritme s’aga-
fara` ja implementat, no s’aprofundira` molt en detalls te`cnics referents a la
implementacio´.
Deteccio´ de punts caracter´ıstics
Abans de comenc¸ar la deteccio´ de punts caracter´ıstics caldra` fer un filtratge
gaussia` de la imatge (concretament es fara` un filtre per la laplaciana d’una
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gaussiana) per tal d’atenuar el possible soroll que hi pugui haver.
Com s’ha dit, interessa que els punts caracter´ıstics siguin invariants a
canvis d’escala, per tant la idea inicial consisteix en anar reduint la mida
de la imatge a diferents escales i prendre com a punts caracter´ıstics els que
siguin ma`xims locals del determinant de la matriu Hessiana H((x, y), σ),
H((x, y)σ) =
(
Lxx((x, y), σ) Lxy((x, y), σ)
Lxy((x, y), σ) Lyy((x, y), σ)
)
on Lxx, Lyy, Lxy representen el filtrat per la laplaciana de la guassiana.
Per determinar si un p´ıxel correspon a un ma`xim es compara amb els
seus veins, considerant el veinat format per les finestres 3× 3 en la imatge
on s’esta` cercant el ma`xim i les seves veines en la representacio´ d’escala
(figura 1.11).
Figura 1.11: Deteccio´ dels ma`xims de la matriu Hessiana prenent un veinat
de 26 p´ıxels format per una finestra 3 × 3 al voltant del p´ıxel estudiat i
finestres 3× 3 en les escales adjacents.
Font: Lowe [9]
En comptes de procedir aix´ı, pero`, el que es fara` sera` mantenir la mida
de la imatge constant i variar els valors de la dispersio´ de la gaussiana,
σ. L’avantatge de fer-ho aix´ı e´s que s’evitara` el fenomen d’aliasing i que
els ca`lculs podran ser implementats de forma me´s eficient, ja que sempre es
realitzaran sobre la mateixa imatge original (poden fins i tot paralelitzar-se,
per exemple amb CUDA).
A la pra`ctica, pero`, no poden aplicar-se els filtres reals, ja que s’estarien
aplicant filtres continus a un senyal discret. Cal, doncs, discretitzar i truncar
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Figura 1.12: Laplacianes de gaussianes reals, Lyy, Lxy
Font: Bay [4]
Figura 1.13: Laplacianes de gaussianes discretitzades i truncades, Dyy, Dxy
Font: Bay [4]
els filtres. Els filtres discrets s’anomenaran Dxx, Dyy, Dxy. Com es pot
apreciar en la figura 1.14, la mı´nima difere`ncia en les mides de dos filtres
d’escala consecutiva per tal de preservar les simetries ha de ser de 6 p´ıxels.
Per tant, el menor filtre possible sera` el de mida 9 × 9, que correspon
aproximadament a una escala σ = 1.2. Les escales dels segu¨ents filtres
seran σ = 1.2(6k/9 + 1), per k ≥ 1. Aleshores, la funcio´ a maximitzar sera`
F ((x, y), σ) = det(Haprox((x, y)σ)) = DxxDyy − (wDxy)2
on w e´s un pes que es tria adequadament per tal de que es conservi la
energia entre la gaussiana original i la gaussiana discretitzada. En el cas
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Figura 1.14: Filtres de diferents mides
Font: http://webscript.princeton.edu/ kjenkins/
del filtre me´s petit,
w =
‖Lxy(1.2)‖F‖Dyy(9)‖F
‖Lyy(1.2)‖F‖Dxy(9)‖F ≈ 0.912
on ‖ · ‖F e´s la norma de Frobenius. Tot i que, teo`ricament, el valor de w
varia amb l’escala, en l’algoritme SURF es mante´ constant ja que, segons
els autors de Bay [4], els resultats no es veuen gaire alterats.
Descripcio´ de punts caracter´ıstics
A cada punt caracter´ıstic se li assignara` un vector descriptor de 64 com-
ponents. Per tant, donades dues imatges d’una mateixa escena, dos punts
caracter´ıstics seran homo`legs quan la dista`ncia entre els seus descriptors
sigui mı´nima.
El primer pas e´s l’assignacio´ d’una orientacio´ a cada punt. Per a fer
aixo`, es calcula la resposta dels wavelets de Haar en les direccions x i y en
un veinat circular de radi 6s centrat en el punt d’intere`s, essent s l’escala
a la que el punt en qu¨estio´ ha estat detectat. Per calcular la resposta dels
wavelets de Haar, es fa la convolucio´ amb nuclis formats pels valors −1 i 1, i
la mida dels nuclis e´s 4s, on s e´s l’escala (figura 1.15). Seguidament, es filtren
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Figura 1.15: Filtres per calcular la resposta dels wavelets de Haar en les
direccions x (esquerra) i y (dreta)
Font: Bay [4]
les respostes dels wavelets amb gaussianes de dispersio´ σ = 2s centrada al
punt d’intere´s, i es representen les respostes en un pla, assignant al valor de
l’abscissa la resposta en la direccio´ x i en l’ordenada la resposta en la direccio´
y. Aleshores, per calcular la orientacio´ del punt d’intere`s, s’escombra el pla
amb un sector circular d’amplada pi/3, calculant les sumes de les components
x i y de cada resposta continguda en el sector, formant un vector candidat
a ser el vector d’orientacio´. Aleshores, la direccio´ s’assignara` a la que te´ el
vector candidat me´s llarg (figura 1.16). Un cop esta` assignada l’orientacio´,
Figura 1.16: Assignacio´ de la orientacio´
Font: Bay [4]
se centra en cada punt d’intere´s un quadrat de mida 20s orientat amb la
orientacio´ assignada al punt en qu¨estio´ (figura 1.17) Aquest quadrats se
subdivideixen en 16 regions quadrades iguals i dins d’aquests quadrats es
pren una graella de 5 × 5 punts equiespaiats, per a cadascun dels quals
es calcula la resposta del wavelet de Haar, essent la direccio´ horitzontal
la corresponent a la direccio´ del punt, i la vertical la seva perpendicular
en sentit positiu. Les respostes horitzontal i vertical s’anomenaran dx i
dy respectivament. A la pra`ctica es calcula en les direccions horitzontal i
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Figura 1.17: Punts d’intere`s amb els seus quadrats corresponents orientats
segons la orientacio´ del punt
Font: Bay [4]
vertical sense rotar, i dx, dy es calculen per interpolacio´. Aleshores, per
a cada subregio´ es forma un vector consistent en sumar totes les respostes
horitzontals i verticals, i els seus valors absoluts:
v =
(∑
dx,
∑
dy,
∑
|dx|,
∑
|dy|
)
I, finalment, el descriptor del punt es construeix concatenant els vectors de
cada subregio´, obtenint doncs un vector de 64 components.
1.5 Rectificacio´ d’imatges
Un cop es tenen identificats els parells de punts equivalents en les dues
imatges, el segu¨ent procediment e´s la rectificacio´: aplicar una transformacio´
a les imatges per tal que les l´ınies epipolars esdevinguin horitzontals, i que les
l´ınies epipolars equivalents estiguin a la mateixa alc¸ada a les dues imatges.
Per identificar la l´ınia epipolar corresponent a un p´ıxel m, tant sols cal
fer la interseccio´ del pla de la imatge amb el pla engendrat pel punt m i els
centres de les ca`meres (figura 1.18).
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Figura 1.18: La l´ınia epipolar l e´s la interseccio´ del pla de la imatge amb el
pla que conte´ els punts C, C ′ i m (ana`logament per l′). Observacio´: no cal
cone`ixer el punt original M , amb cone`ixer els punts m i m′ n’hi ha prou
Font: Oram [12]
La idea de la rectificacio´ e´s partir de la les matrius de les ca`meres es-
querra i dreta, Pol, Por, i aplicar-lis una rotacio´ per posar les ca`meres amb
la mateixa orientacio´, garantint aix´ı que les l´ınies epipolars siguin horitzon-
tals, e´s a dir, el que en termes de geometria projectiva es diu que els epipols
so´n a l’infinit. Finalment, si s’escau, caldria aplicar una traslacio´ vertical a
una de les dues imatges per posar les l´ınies epipolars a la mateixa alc¸ada.
La situacio´ ideal seria tenir el sistema calibrat, e´s a dir, cone`ixer les
matrius de les ca`meres, pero` aixo` implicaria poder mesurar o cone`ixer la
posicio´ i orientacio´ de les ca`meres, i en aquest projecte es parteix de que
les ca`meres estan en una posicio´ qualsevol i que aquesta no e´s coneguda.
Per a calibrar imatges en aquestes condicions, se segueix el procediment
proposat al paper de Fusiello [1]. En aquest me`tode la u´nica informacio´
que cal cone`ixer so´n algunes parelles de punts corresponents en la imatge
esquerra i dreta, i aquesta e´s justament la informacio´ proporcionada pel
SURF.
Suposant, doncs, que es disposa d’un cert nombre de parelles de punts
corresponents, mjl , m
j
r, es tracta d’aplicar transformacions a les imatges per
tal que cada parella de punts corresponents estigui sobre una l´ınia epipolar
i que aquesta sigui horitzontal. Les transformacions que cal aplicar so´n
o`bviament desconegudes. La transformacio´ per la imatge dreta s’anomenara`
Hr, i per l’esquerra Hl; per tant, al rectificar les imatges els punts m
j
l i m
j
r
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passaran a ser Hlm
j
l i Hrm
j
r. Aix´ı doncs, la condicio´ d’epipolaritat e´s
(Hrm
j
r)
t
 0 0 00 0 −1
0 1 0
 (Hlmjl ) = 0
Definint la matriu fonamental com
F := H tr
 0 0 00 0 −1
0 1 0
Hl
l’equacio´ anterior es reescriu com:
(mjr)
tFmjl = 0
Cal, doncs, imposar aquesta equacio´ per a totes les parelles de punts rela-
cionats, i resoldre el sistema per obtenir els coeficients de Hl i Hr. A la
realitat, pero`, aquesta condicio´ sera` impossible de satisfer simulta`niament
per a totes les parelles de punts, degut a errors nume`rics i errors i impre-
cisions en el posicionament dels punts caracter´ıstics. Per tant, plantejant
l’equacio´ anterior per a totes les parelles de punts caracter´ıstics relacionats,
(mjl ,m
j
r), s’obte` un sistema d’equacions sobredeterminat que caldra` resol-
dre mitjanc¸ant mı´nims quadrats. No obstant, a Fusiello [1] es proposa una
expresio´ alternativa amb me´s sentit geome`tric, coneguda com a error de
Sampson:
EjS =
((mjr)
tFmjl )
2∥∥AFmjl∥∥2 + ∥∥(mjr)tFA∥∥2
on
A =
 0 −1 01 0 0
0 0 0

i el sistema sobredeterminat a resoldre e´s
EjS = 0, ∀j
que en aquest cas e´s no lineal. A Fusiello [1] es proposa fer servir l’algoritme
de Levenberg-Marquardt (funcio´ lsqnonlin de Matlab). Un cop resolt el
sistema, i coneguts per tant els coeficients de Hl i Hr, ja poden rectificar-se
les imatges.
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Cap´ıtol 2
Mapes de disparitats
Per a determinar la profunditat d’un punt d’una escena, el procediment me´s
important que fa el cervell e´s processar les imatges capturades per cada ull
per tal d’identificar el punt en qu¨estio´ en ambdues imatges. Aleshores, me-
surant la difere`ncia en la posicio´ del mateix punt en les dues imatges s’obte´
una mesura indirecta de la profunditat. Contra me´s separats estiguin els
punts, me´s proper sera` l’objecte i viceversa. Aquest procediment s’anomena
diplopia fisiolo`gica. Tot i que tambe´ es fan altres processos, com obtenir
informacio´ de la profunditat a partir de l’il·luminacio´ i les ombres, del mo-
viment i la mida dels objectes, etc. Per exemple, si una persona veu un
vaixell amb una mida molt petita sabra` que aquest esta` lluny (figura 2.1).
En aquest cap´ıtol s’explicara` com reproduir de manera artificial la di-
plopia fisiolo`gica, emmagatzemant la informacio´ en els anomenats mapes de
disparitats.
2.1 Concepte de mapa de disparitats
Donada una imatge digital (en escala de grisos o en color), de manera infor-
mal es pot dir que un mapa de disparitats e´s una imatge digital en escala
de grisos que do´na informacio´ sobre la profunditat a l’espai dels punts re-
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Figura 2.1: Determinacio´ de la profunditat a partir de la mida d’un objecte.
Font: Captura dels dibuixos animats Marico´n y Tontico (Antena3-Neox)
presentats a cada p´ıxel.
Per a crear un mapa de disparitats es necessiten 2 imatges diferents de la
mateixa escena, la situacio´ ideal seria disposar de dues imatges preses amb
dues ca`meres iguals (de fet amb que tinguin la mateixa dista`ncia focal n’hi
ha prou) que estiguin a la mateixa alc¸ada i amb la mateixa orientacio´, e´s
a dir que tant sols pot haver-hi una traslacio´ horitzontal entre una ca`mera
i l’altra. Pero` com ja s’ha comentat, en aquest projecte l’objectiu no e´s
prendre imatges en aquestes condicions tan r´ıgides, sino prendre les imatges
amb una posicio´ qualsevol de les ca`meres i rectificar-les despre´s. Aix´ı doncs,
se suposara` que les imatges ja estan rectificades. Se suposaran coneguts els
segu¨ents para`metres:
• Dista`ncia entre els centres de les imatges (baseline): B (en mm)
• Dista`ncia focal de les ca`meres: f (en p´ıxels)
• Coordenades espaials de cada punt representat a la imatge (en mm)
Segons s’ha vist anteriorment, segons el model matema`tic de la ca`mera
fotogra`fica, la projeccio´ d’un punt P = (X, Y, Z) sobre el pla de la imatge
sera` (en coordenades del pla de la imatge):
(x, y) =
(
f
X
Z
, f
Y
Z
)
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Traslladant la ca`mera segons el vector (B, 0, 0), la projeccio´ del punt P =
(X, Y, Z) sobre el nou pla de la imatge ara sera`:
(x′, y′) =
(
f
X −B
Z
, f
Y
Z
)
La disparitat del p´ıxel (x, y) e´s el desplac¸ament que experimenta aquest al
desplac¸ar la ca`mera:
dispB(x, y) = |x− x′| = f
|B|
Z
El sub´ındex B serveix per a remarcar que la disparitat depe`n de la dista`ncia
entre ca`meres. De totes formes, d’ara en endavant s’ometra` aquesta de-
pende`ncia i s’escriura` simplement disp(x, y). Com es pot observar, cone-
guda la disparitat d’un p´ıxel es pot recuperar fa`cilment la profunditat del
punt que representa, Z = f |B|
disp(x,y)
, i aixo` fa que a vegades els mapes de
disparitats s’anomenin tambe´ mapes de profunditats.
Per tal de poder codificar les disparitats en una imatge digital en escala
de grisos, es faran les segu¨ents suposicions:
• En cas de no poder-se calcular la disparitat d’un p´ıxel (x, y) s’assignara`
el valor disp(x, y) = 0
• La disparitat ma`xima sera` de 255. Aquesta suposicio´ e´s raonable, ja
que per a calcular mapes de disparitats la dista`ncia entre les ca`meres,
B, no sera` excessivament gran com per a provocar grans disparitats.
Aix´ı doncs, el mapa de disparitats sera` simplement una imatge digital en
escala de grisos tal que la intensitat de gris de cada p´ıxel sera` igual a la seva
disparitat. Formalment:
Definicio´ 9. Sigui (Ω, I) una imatge digital en escala de grisos o en color.
Donada una dista`ncia entre ca`meres, B, el mapa de disparitats de (Ω, I) e´s
la imatge digital en escala de grisos (Ω, disp)
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Figura 2.2: Mapa de disparitats
2.2 Obtencio´ del mapa de disparitats
Tot i que el concepte teo`ric de disparitat sigui molt senzill de definir, el seu
ca`lcul efectiu pot ser molt complicat o no poder-se fer, ja que caldra` tenir
dues imatges de la mateixa escena i aconseguir identificar els p´ıxels que
representin el mateix punt. Hi ha te`cniques molt acurades pero` sovint no
realitzables per falta de mitjans, com seria la obtencio´ de les profunditats
de cada punt amb la`ser o amb llum estructurada. Tambe´ hi ha algoritmes
molt sofisticats, com el presentat a Sun [6]. Pero` en aquest projecte es
proposara` un me`tode molt senzill i que resultara` barat computacionalment
parlant perque´ s’implementara` d’una forma adequada.
2.2.1 Funcions de cost. Me`triques en imatges
Suposant que es tenen dos imatges d’una mateixa escena ja rectificades, es
pren una de les imatges com a refere`ncia i s’intenta associar cada p´ıxel de la
imatge de refere`ncia amb un de l’altra imatge que estigui a la mateixa alc¸ada
(sobre la mateixa l´ınia epipolar, que com les imatges estan rectificades e´s
equivalent a dir que els p´ıxels estan a la mateixa l´ınia horitzontal). Mesurant
el desplac¸ament que hi ha entre un p´ıxel i el seu homo`leg s’obte´ la disparitat
de cada p´ıxel. El criteri per a decidir quan dos p´ıxels son homo`legs e´s la
minimitzacio´ d’una funcio´ de cost que es construira` a partir d’una dista`ncia
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entre imatges. Una manera natural de definir la dista`ncia entre dues imatges
e´s mitjanc¸ant les normes Lp.
Definicio´ 10. Siguin (Ω, I1) i (Ω, I2) dues imatges digitals en escala de
grisos definides sobre un mateix Ω. La dista`ncia en norma p e´s
dp((Ω, I1), (Ω, I2)) =
 ∑
(x,y)∈Ω
|I1(x, y)− I2(x, y)|p
1/p
Es pot definir tambe´ la dista`ncia entre dos imatges amb conjunts de
p´ıxels diferents, (Ω1, I1) i (Ω2, I2), sempre i quan el conjunt de p´ıxels d’una
imatge sigui una traslacio´ del conjunt de p´ıxels de l’altra, es a dir si Ω2 =
(tx, ty) + Ω1. Aixo` significa que qualsevol element (x2, y2) ∈ Ω2 es pot
escriure com (x2, y2) = (tx, ty) + (x1, y1), amb (x1, y1) ∈ Ω2. La dista`ncia es
defineix aleshores com
dp((Ω1, I1), (Ω2, I2)) =
 ∑
(x,y)∈Ω
|I1(x, y)− I2(tx + x, ty + y)|p
1/p
Aquestes definicions es poden extendre de manera natural a les imatges en
color, de la segu¨ent manera:
dp((Ω1, I1), (Ω2, I2)) =
 ∑
(x,y)∈Ω
‖I1(x, y)− I2(tx + x, ty + y)‖pp
1/p
on ‖ · ‖p e´s la norma p de R3, ja que I1 i I2 prenen valors en R3 (de fet en
Z3) per tractar-se d’imatges en color.
Un cop s’ha donat una estructura me`trica a les imatges, ja es tenen les
eines necessa`ries per a definir una funcio´ de cost que permeti determinar
quan dos p´ıxels so´n homo`legs. Per a establir la relacio´ d’homologia entre
p´ıxels no n’hi haura` prou amb exigir que siguin iguals o s’assemblin, s’haura`
de demanar tambe´ que els seus entorns s’assemblin. Considerant com a re-
fere`ncia la imatge dreta (Ω, IR), donat un p´ıxel (x, y) ∈ Ω, la estrate`gia
inicial consistira` en prendre una finestra W (x, y) al voltant del p´ıxel, i es-
combrar tots els p´ıxels (x′, y) de la imatge esquerra (Ω, IL) que estiguin a
la mateixa alc¸ada y que el p´ıxel original, considerant al voltant de (x′, y)
una finestra W (x′, y) que sigui la traslacio´ de W (x, y) al punt (x′, y), e´s
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a dir W (x′, y) = (x′ − x, 0) + W (x, y). Els p´ıxels homo`legs seran aquells
que facin mı´nima la dista`ncia entre les restriccions de (Ω, IR) i (Ω, IL) a
W (x, y) i W (x′, y) respectivament, i la disparitat sera` disp(x, y) = x′ − x.
Amb aquesta motivacio´ es defineix la funcio´ de cost:
F (x, x′, y) = dp((W (x, y), IR), (W (x′, y), IL))
O, equivalentment,
F (x, x′, y) =
 ∑
(x˜,y˜)∈ W (x,y)
‖IR(x˜, y˜)− IL(x′ − x+ x˜, y˜)‖pp
1/p
Aix´ı doncs, el problema es redueix a cercar, per cada p´ıxel (x, y), el valor
de x′ que minimitza la funcio´ anterior, i assignar el valor de disparitat
disp(x, y) = x′−x. Pot passar, pero`, que dos p´ıxels que teo`ricament haurien
de ser homo`legs presentin valors molt diferents provocats per un canvi brusc
en la il·luminacio´. E´s per aixo` que abans de res e´s recomanable amitjanar
els valors de IR i IL. O sigui que proporcionara` millors resultats minimitzar
la funcio´
F (x, x′, y) =
 ∑
(x˜,y˜)∈ W (x,y)
‖ ¯IR(x˜, y˜)− I¯L(x′ − x+ x˜, y˜)‖pp
1/p
on
¯IR =
IR∑
(x˜,y˜)∈ W (x,y) IR(x˜, y˜)
, I¯L =
IL∑
(x˜,y˜)∈ W (x,y) IL(x˜, y˜)
En definitiva, sigui quina sigui la funcio´ que es minimitza, es tracta de
resoldre un problema d’optimitzacio´ combinato`ria, per tant abans de res e´s
convenient mirar si es pot reduir l’espai de solucions. En efecte, es poden
tenir en compte les segu¨ents consideracions que simplifiquen bastant l’espai
de recerca:
• La disparitat sempre te´ un valor me´s gran o igual que 0, per tant
s’exploraran nome`s aquells valors de x′ tals que x′ ≥ x.
• Si dos p´ıxels so´n molt diferents no poden ser homo`legs, per tant ja
no s’exploraran les respectives finestres. Per decidir si dos p´ıxels so´n
molt diferents, s’imposa que la norma de la difere`ncia dels seus valors
sigui me´s gran que un cert llindar: ‖IR(x, y)− IR(x′, y)‖ > TOL.
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• Si a la escena no apareixen punts excessivament propers a les ca`meres,
es pot suposar que les disparitats no sobrepassen una certa disparitat
ma`xima dmax, de manera que es restringira` la cerca a valors de x
′ tals
que x′ ≤ x+ dmax.
Un cop realitzat aquest pre-proce`s, la resolucio´ del problema s’ha tornat
molt me´s abordable. Aleshores, ja que es tracta d’un problema d’optimit-
zacio´ combinato`ria poden fer-se servir algunes te`cniques habituals d’aquests
problemes, com per exemple un algoritme de branch and bound. Pero` en
aquest projecte s’ha optat per resoldre el problema mitjanc¸ant computacio´
paral·lela, aprofitant la tecnologia CUDA incorporada en moltes tarjetes
gra`fiques de la casa nVidia.
2.2.2 Implementacio´ en CUDA
Es pot aprofitar el fet que, degut a la naturalesa del problema, la seva re-
solucio´ e´s independent per a cada p´ıxel. Aixo` vol dir que el ca`lcul de les
disparitats de dos p´ıxels diferents no es condicionen en absolut. Per tant,
el temps de ca`lcul pot reduir-se molt si es disposa de la tecnologia apropi-
ada per a calcular en paral·lel la disparitat per a cada p´ıxel. Actualment
no cal reco´rrer a su´perordinadors, ja que des de la tardor de 2006 nVidia
comercialitza tarjes gra`fiques amb la tecnologia CUDA (Computer Unified
Device Architecture), que permet aprofitar l’arquitectura del processador
de la tarja gra`fica per a realitzar ca`lculs en paral·lel. De fet, aixo` es pot
fer amb altres tarjes gra`fiques sense la tecnologia CUDA, pero` el principal
avantatge d’aquesta e´s la senzillesa del seu llenguatge de programacio´, una
extensio´ del llenguatge C.
El procediment que se segueix e´s el segu¨ent:
• Copiar les dades de les imatges a la memo`ria de la tarja gra`fica.
• Calcular en paral·lel la disparitat de cada p´ıxel amb el processador de
la tarja gra`fica.
• Copiar el resultat a la memo`ria principal de l’ordinador.
38 Generacio´ d’imatges estereosco`piques
Figura 2.3: Grid, blocks i threads
Sense entrar en molt de detall sobre el funcionament de CUDA, la funcio´
que s’executa paral·lelament, on es calcula la disparitat de cada p´ıxel, s’a-
nomena kernel. Els kernels s’executen als threads, que estan organitzats en
blocks (matrius 1D, 2D o 3D de threads), que a la seva vegada estan orga-
nitzats en una grid (matriu 1D, 2D o 3D de blocks). L’estructura de threads
i blocks pot triar-se lliurement dins d’unes certes limitacions; les dimensions
ma`ximes d’un block so´n (512, 512, 64), pero` en total no poden haver-hi me´s
de 512 threads per block. Cada block i cada thread te´ un identificador que
permet repartir co`modament entre tots els threads la feina a executar.
En aquest projecte, els threads i els blocks s’han organitzat en matrius
2D, per tal de que quedin estructurats de la mateixa manera que una imat-
ge, de manera que cada thread representi un p´ıxel de manera natural. Per
raons d’eficie`ncia en l’aprofitament de threads, cada block s’ha estructurat
com una matriu de 16 × 16 threads, i s’han usat el mı´nim de blocks per
tal de cobrir tota la imatge. L’inconvenient d’aquesta estructura e´s que,
generalment, s’estaran creant me´s threads dels necessaris, ja que les dimen-
sions d’una imatge no necessa`riament seran mu´ltiples de 16. Per solucionar
aixo` hi ha dos alternatives. La primera e´s posar dins de cada kernel un
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condicional, if, que comprovi si al thread en qu¨estio´ li correspon un p´ıxel,
i en cas que no li correspongui cap p´ıxel no es realitzi el ca`lcul de la dispa-
ritat. La segona alternativa e´s augmentar la mida de la imatge afegint una
files i/o columnes negres fins a aconseguir que les dimensions de la imatge
quadrin amb el nu´mero de threads. La segona alternativa e´s la me´s eficient
computacionalment parlant, ja que un condicional afegeix molta ca`rrega
computacional a un kernel. L’incovenient e´s que el temps de transfere`ncia
de dades entre la memo`ria de l’ordinador i la de la tarja gra`fica fa que el
proce`s no sigui tan ra`pid com hauria de ser-ho teo`ricament, i aixo` pot fer
que no pugui realitzar-se el ca`lcul de mapes de disparitats a v´ıdeos a temps
real, tot i que lo`gicament per a aplicacions que no requereixin de ser realit-
zades a temps real e´s una molt bona solucio´. A Congote [5] es proposa un
me`tode per a calcular els mapes de disparitats mitjanc¸ant un algoritme de
programacio´ dina`mica fent servir CUDA.
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Cap´ıtol 3
Generacio´ d’imatges basada en
mapes de disparitats
En aquest cap´ıtol s’explicara` la te`cnica en la que es fonamentara` el desen-
volupament del projecte. Donada una determinada imatge, la idea general
consisteix en recuperar la profunditat a l’espai dels punts representats a
cada p´ıxel (aixo` sera` possible gra`cies a la informacio´ que proporcionara` el
mapa de disparitats) i aplicar un moviment a aquests punts per a simular un
moviment de la ca`mera i aix´ı aconseguir una segona imatge de la mateixa
escena. Es veuran els problemes que comporta aquesta te`cnica i es veuran
diferents possibilitats per a solucionar-los.
3.1 Generacio´ de noves imatges
Donada una imatge digital i el seu mapa de disparitats, la intencio´ e´s generar
una nova imatge recuperant les coordenades espaials dels punts represen-
tats a cada p´ıxel de la imatge, aplicar un moviment r´ıgid a la posicio´ de
la ca`mera, i projectar novament els punts sobre el pla de la imatge. La
refere`ncia sera` el paper de Fehn [3]. Per comoditat en comptes de moure la
ca`mera es mouran els punts de l’escena, ja que com en el model matema`tic
de la ca`mera fotogra`fica es requereix que aquesta estigui posicionada a l’ori-
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gen de coordenades, si s’aplica el moviment a la ca`mera caldra` fer un canvi
de coordenades per tal de tornar a situar l’origen sobre aquesta, en canvi si
es mouen els punts de l’escena la ca`mera seguira` estant situada a l’origen.
S’haura` de tenir en compte, aixo` s´ı, que si el moviment desitjat per a la
ca`mera e´s f , el moviment que caldra` aplicar als punts de l’escena per a
aconseguir l’efecte equivalent haura` de ser f−1.
3.1.1 Traslacions
Les traslacions so´n el moviment me´s simple de tots. De fet, per a generar
imatges estereosco`piques es partira` d’una imatge digital (Ω, I) que es fara`
servir per a un ull i mitjanc¸ant una traslacio´ horitzontal es generara` una
nova imtage (Ω, J) que es fara` servir per a l’altre ull.
Com ja s’ha comentat anteriorment, si el que es desitja e´s aplicar a la
ca`mera una traslacio´ f(X, Y, Z) = (X, Y, Z)+T el que es fara` realment sera`
aplicar el moviment f−1 als punts de l’escena. En el cas d’una traslacio´, el
moviment invers e´s especialment senzill: f−1(X, Y, Z) = (X, Y, Z)− T .
La imatge traslladada s’obtindra` aplicant la transformacio´ f−1 punt a
punt. Aix´ı, doncs, el procediment per a obtenir la imatge traslladada e´s el
segu¨ent:
• Recuperacio´ de les coordenades espaials del punt representat al p´ıxel
(x, y):
(X, Y, Z) =
(
x
fB
disp(x, y)
, y
fB
disp(x, y)
,
fB
disp(x, y)
)
• Ca`lcul de les coordenades del punt traslladat:
(X¯, Y¯ , Z¯) = (X, Y, Z)− T
• Projeccio´ del punt traslladat sobre el pla de la imatge:
(x¯, y¯) =
(
f
X¯
Z¯
, f
Y¯
Z¯
)
En el cas en que sobre un mateix p´ıxel (x, y) es projecti me´s d’un
punt, s’agafara` aquell que estigui a menor profunditat.
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• La nova imatge sera` (Ω, J), on J(x¯, y¯) = I(x, y)
Si la traslacio´ que s’aplica e´s u´nicament horitzontal, per a generar una
imatge estereosco`pia, les expressions anteriors esdevenen molt simples. En
particular, les noves coordenades del p´ıxel (x, y) so´n
(x¯, y¯) =
(
x− h
B
disp(x, y), y
)
on h e´s la traslacio´ horitzontal.
De tot aquest procediment es dedueix que e´s imprescindible el coneixe-
ment de la dista`ncia entre ca`meres, B, a partir del qual s’ha obtingut el
mapa de dispariats. A mode d’avanc¸ament, es comenta que la forma en
que s’aplicara` aquesta te`cnica a la laparosco`pia consistira` en introduir dues
ca`meres separades una dista`ncia B prou petita com per a que el dispositiu
no sigui excessivament volumino´s, pero` que sera` insuficient per a poder ob-
tenir una imatge estereosco`pica adequada. No obstant, es podra` calcular el
mapa de disparitats, i a partir d’aqu´ı es podra` generar una nova imatge que
sera` la que permetra` obtenir una visio´ estereosco`pia correcta.
El principal inconvenient d’aquest procediment e´s que hi haura` p´ıxels
de la nova imatge sobre els quals no es projectara` cap punt. Aquests p´ıxels
es coneixen com a forats o disoclusions. El problema de com omplir amb
informacio´ aquests forats es tractara` me´s endavant. De moment, si no
existeix cap (x, y) que al fer el moviment es converteixi en (x¯, y¯), aleshores
J(x¯, y¯) = 0 si la imatge e´s en escala de grisos i J(x¯, y¯) = (0, 0, 0) si la imatge
e´s en color, o el que e´s el mateix, es pinten els forats amb color negre.
3.1.2 Rotacions
En alguns casos pot ser interessant aplicar una rotacio´ a la imatge, per
exemple per rectificar-la si e´s necessari. Novament, si el que es desitja e´s
aplicar una rotacio´ f a la ca`mera, el que es fara` sera` aplicar la rotacio´ f−1
als punts de l’escena. Obtenir la inversa d’una rotacio´ tambe´ e´s molt senzill,
ja que segons s’ha vist al primer cap´ıtol, la matriu R d’una isometria lineal
verifica que R−1 = Rt. Tambe´ es pot obtenir directament la matriu de
f−1 tenint en compte que la inversa d’una rotacio´ de α radians al voltant
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d’un eix amb vector director v e´s una rotacio´ de −α radians al voltant del
mateix eix. El procediment a seguir e´s ide`ntic al que s’ha seguit per a les
traslacions:
• Recuperacio´ de les coordenades espaials del punt representat al p´ıxel
(x, y):
(X, Y, Z) =
(
x
fB
disp(x, y)
, y
fB
disp(x, y)
,
fB
disp(x, y)
)
• Ca`lcul de les coordenades del punt rotat:
(X¯, Y¯ , Z¯) = f−1(X, Y, Z)
• Projeccio´ del punt rotat sobre el pla de la imatge:
(x¯, y¯) =
(
f
X¯
Z¯
, f
Y¯
Z¯
)
En el cas en que sobre un mateix p´ıxel (x, y) es projecti me´s d’un
punt, s’agafara` aquell que estigui a menor profunditat.
• La nova imatge sera` (Ω, J), on J(x¯, y¯) = I(x, y)
Igual que amb les traslacions, es generaran forats que caldra` omplir.
3.1.3 Moviment general
El moviment me´s general que s’aplicara` a una imatge sera` una rotacio´ no
lineal, pero` com ja s’ha vist, tot moviment r´ıgid af´ı es pot descomposar com
a una isometria lineal seguida d’una traslacio´. Per tant, si f e´s una rotacio´
no lineal es te´ la segu¨ent descomposicio´:
f(X, Y, Z) = R(X, Y, Z)t + T t
on R e´s la matriu de la rotacio´ lineal en la base ordina`ria.
Per tant, la transformacio´ inversa, que e´s la que s’aplicara` als punts de
l’escena, e´s
f−1(X, Y, Z) = Rt
[
(X, Y, Z)t − T t]
Un cop moguts els punts, el procediment a seguir e´s ide`ntic al que se segueix
per les traslacions i per les rotacions. Novament, es crearan forats en la
imatge que s’hauran d’omplir.
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3.2 Ompliment de forats
Un cop vist com generar una nova imatge a partir de la imatge original i
el seu mapa de disparitats, es discutiran diferents alternatives per a l’om-
pliment dels forats que es generen en la imatge. Es presentaran totes les
te`cniques que s’han assajat en aquest projecte, tant les que s’han fet servir
per a l’aplicacio´ final com les que no. Per a decidir quines te`cniques es fan
servir, interessara` trobar un equilibri entre qualitat dels resultats i velocitat
de ca`lcul.
3.2.1 Definicio´ del concepte de forat
Tot i que intuitivament ja s’ha presentat el concepte de forat, abans de
continuar cal formalitzar-lo per a poder-ne parlar rigurosament. Com s’ha
dit, la mesura adoptada fins al moment amb els forats ha estat deixar-los de
color negre. Per tant, sembla lo`gic definir els forats com aquells p´ıxels que
so´n negres, pero` tambe´ es pot donar el cas que un p´ıxel sigui negre perque´
provingui d’un p´ıxel de la imatge original que tambe´ era negre, de manera
que els p´ıxels negres d’aquest tipus cal excloure’ls de la definicio´ de forat.
Definicio´ 11. Sigui (Ω, I) una imatge digital en color o en escala de gri-
sos de la qual es coneix un mapa de disparitats, i (Ω, J) la imatge digital
obtinguda al aplicar un moviment r´ıgid f : R3 → R3. Si (x, y) e´s tal que
I(x, y) = 0 o (0, 0, 0), el p´ıxel (x¯, y¯) corresponent a (x, y) despre´s d’aplicar
el moviment rep el nom de fals forat. Un p´ıxel (x¯, y¯) es dira` que e´s un forat
si J(x¯, y¯) = 0 o (0, 0, 0) i no e´s un fals forat.
De manera que el procediment per detectar forats e´s simple:
• Es busquen tots els p´ıxels negres en la imatge original i el seu p´ıxel
corresponent a la nova imatge s’etiqueta com a fals forat.
• Es busquen tots els p´ıxels negres en la imatge nova i aquells que no
estiguin etiquetats com a fals forat s’etiqueten com a forats.
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3.2.2 Mida d’un forat
Un cop s’ha aconseguit detectar els forats, el segu¨ent pas consisteix en mesu-
rar la seva mida per tal de poder utilitzar diferents estrate`gies per a omplir
els forats depenent de si so´n me´s grans o me´s petits. A mode d’avanc¸ament,
tot i que e´s fa`cilment imaginable, els forats s’ompliran usant la informacio´
continguda en els p´ıxels me´s propers que no siguin forats (interpolacio´ i in-
painting). Per tant, e´s fa`cil imaginar-se que l’efecte aconseguit quan s’omple
un forat sera` millor quant menys dista`ncia hi hagi als p´ıxels amb informacio´.
Aix´ı doncs, donat un forat (x¯, y¯) es tracta de mesurar la dista`ncia Lh entre
els dos p´ıxels no forats me´s propers per l’esquerra i per la dreta de (x¯, y¯), i
la dista`ncia Lv entre els dos p´ıxels me´s propers per sobre i per sota.
Definicio´ 12. Sigui (x¯, y¯) un forat i Lh(x¯, y¯) i Lv(x¯, y¯) les dista`ncies defi-
nides al para`graf anterior. Es defineix la mida del forat (x¯, y¯) com
µ(x¯, y¯) = min{Lh(x¯, y¯), Lv(x¯, y¯)}
Aquesta mesura de la granda`ria d’un forat es pot extendre facilment a
qualsevol subconjunt de Ω que estigui format per forats. Si H ⊂ Ω e´s un
conjunt de forats, la seva mida es defineix com
µ(H) =
∑
(x¯,y¯)∈H
µ(x¯, y¯)
de manera que te´ sentit parlar tambe´ de mides de conjunts de forats.∗
3.2.3 Interpolacio´
La interpolacio´ lineal e´s el me`tode me´s senzill per a omplir forats. A la
figura 3.1 s’il·lustra el procediment en el cas d’una imatge digital en escala
de grisos.
En el cas d’una imatge digital en color, el procediment consisteix en
interpolar cada canal de color per separat (3.2).
∗Si HΩ e´s el conjunt format per tots els forats que hi ha a Ω, aleshores (HΩ,P(HΩ), µ)
e´s un espai de mesura
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Figura 3.1: Interpolacio´ de forats en escala de grisos
Figura 3.2: Interpolacio d’una imatge en color
Figura 3.3: Interpolacio´ de forats
Donat un forat (x¯, y¯) ∈ Ω, la interpolacio´ es fara` sempre en la direccio´
que determini la mida del forat. E´s a dir, si µ(x¯, y¯) = Lh(x¯, y¯) s’interpo-
lara` en direccio´ horitzontal, i si µ(x¯, y¯) = Lv(x¯, y¯) s’interpolara` en direccio´
vertical.
El major inconvenient de la interpolacio´ e´s que es pot donar el cas de
que s’estigui interpolant amb p´ıxels que no pertanyin a un mateix objecte,
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Figura 3.4: Mescla d’objectes en la interpolacio´
de manera que els forats s’estan omplint amb una mescla d’informacio´ dels
dos objectes. A la figura 3.4 es mostra aquest efecte.
3.2.4 Inpainting
Una altra te`cnica per a omplir forats e´s l’inpainting. Aquesta te`cnica e´s
la que fan servir els artistes i restauradors per a restaurar obres d’art de-
teriorades. Es coneix com a inpainting digital la modelitzacio´ matema`tica
i posterior implementacio´ algor´ısmica d’aquestes te`cniques. A [10] es pre-
senta amb detall el procediment. A la figura 3.5 s’han esborrat les lletres
mitjanc¸ant inpainting.
La implementacio´ del me`tode descrit a [10] proporciona bons resultats
pero` e´s massa costosa computacionalment. A [11] es proposa un algorit-
me d’inpainting ra`pid que, tot i proporcionar resultats menys acurats, e´s
molt me´s senzill i eficient, de manera que la reduccio´ del temps de ca`lcul
compensa la pe`rdua de qualitat.
L’inpainting ra`pid consisteix simplement en fer la convolucio´ de la imat-
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Figura 3.5: Inpainting
ge per un dels segu¨ents nuclis, reiteradament fins arribar al nivell de con-
verge`ncia desitjat o fins assolir el nombre ma`xim d’iteracions: a b ab 0 b
a b a
 c c cc 0 c
c c c

amb a = 0.073235, b = 0.176765, c = 0.125. Usant el primer d’aquests dos
nuclis, s’ha pogut comprovar que tot i que l’inpainting proporciona resultats
una mica me´s agradables a la vista que la interpolacio´, no se soluciona el
problema de la mescla d’objectes i a me´s el temps de ca`lcul e´s me´s gran que
amb la interpolacio´, de manera que tampoc compensa.
Figura 3.6: Inpainting ra`pid
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Figura 3.7: Imatge amb informacio´ insuficient per interpolar
3.2.5 Interpolacio´ per capes
Un primer intent per a solucionar el problema de la mescla d’objectes con-
sisteix en interpolar a cada capa de profunditat per separat, interpolant per
capes s’evitara` mesclar-los.
El problema e´s que el nombre de capes de profunditat pot ser molt gran,
per exemple en una imatge poden haver-hi des de objectes que estiguin
a pocs cent´ımetres de profunditat (herbes, flors, branques,...) a d’altres
que estiguin a quilo`metres de profunditat (per exemple, muntanyes), per
tant, caldra` decidir quin gruix tindra` cada capa de profunditat, i si s’opta
per donar poc gruix sortiran poques capes i alguns objectes se seguiran
mesclant, en canvi si es decideix fer les capes me´s fines aleshores el temps
de ca`lcul pot cre´ixer molt ra`pidament. Un altre inconvenient que pot sorgir
e´s que un forat quedi a la frontera d’una capa de profunditat, i per tant
no hi hagi suficient informacio´ per interpolar, com es pot veure a la figura
3.7, on la l´ınia vermella marca la frontera de la capa de profunditat on es
troba l’objecte blanc, de manera que al interpolar el forat existent entre la
frontera i l’objecte, no hi haura` prou informacio´.
A la figura 3.8 es pot veure el resultat fent servir 500 capes de profun-
ditat.
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Figura 3.8: Interpolacio´ amb 500 capes de profunditat
Com es pot veure en els forats que s’interpolen el resultat e´s forc¸a bo,
pero` a part de que el temps de ca`lcul no compensa, queden forats sense
omplir justament degut a l’inconvenient exposat abans de que els forats
puguin quedar a la frontera de la capa de profunditat.
3.2.6 Correccio´ del mapa de disparitats
La segu¨ent estrate`gia consisteix en aplicar diverses correccions al mapa de
disparitats. Per una banda es veura` el filtrat gaussia`, a partir del qual el
que s’intenta e´s disminuir la mida dels forats, i per altra banda es veura`
la dilatacio´, que te´ com a finalitat aconseguir que els forats no es generin
entre dos objectes, per evitar que a l’hora d’interpolar es mesclin objectes
diferents.
Filtrat gaussia`
El filtrat gaussia` del mapa de disparitats e´s el me`tode proposat a Zhang
[7], Tam [8] i Lee [13]. Consisteix en fer un filtrat del mapa de disparitats
mitjanc¸ant una convolucio´ de nucli
g(x, y, σ) =
1√
2piσ
exp
(
−x
2 + y2
σ2
)
amb −w ≤ x ≤ w i −w ≤ y ≤ w per a un cert w ∈ Z+. A [7] es proposa que
w = 1.5σ ja que emp´ıricament s’ha comprovat que aquest valor funciona
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be´, i es proposa tambe´ que σ = 30.
Provant aquest me`tode amb el primer nucli, s’ha comprovat que, efec-
tivament, es redueixen les mides dels forats tal com s’afirma a [7], pero` al
difuminar el mapa de disparitats s’estan alterant les profunditats reals dels
punts representats, de manera que a la nova imatge generada els objectes
poden sortir distorsionats, o be´ pot passar que els objectes no es moguin
fins a la posicio´ real que haurien d’ocupar si no s’haguessin alterat les pro-
funditats. Per al primer dels problemes, la solucio´ que es proposa a [7] e´s
fer servir el segu¨ent nucli asime`tric:
g(x, y, σh, σv) =
1√
2piσ
exp
(
−x
2
σ2h
− y
2
σ2v
)
triant σh i σv adequadament per evitar la distorsio´. De totes formes, no
es proposa ni es suggereix cap me`tode per a escollir els valors de σh i σv
adequats per a una imatge en general qualsevol. Per tant e´s molt probable
que, depenent de la geometria dels objectes representats a la imatge, s’hagin
de triar uns valors molt diferents.
El problema me´s greu e´s l’alteracio´ de les posicions reals dels objectes
degut a la pe`rdua de resolucio´ de profunditats, tal com es pot apreciar a la
figura 3.9, on la imatge superior representa la traslacio´ sense haver tractat
el mapa de disparitats, en la qual es pot apreciar la posicio´ real fins a la que
hauria d’arribar la bitlla, i la imatge inferior representa la traslacio´ despre´s
d’haver aplicat un filtre gaussia` al mapa de disparitats, on es veu com
s’han reduit notablement les mides dels forats pero` s’ha alterat la posicio´
dels objectes, tal com es pot comprovar veient que la bitlla ja no ocupa la
posicio´ que hauria d’ocupar.
Dilatacio´ i interpolacio´ del mapa de disparitats
Per tal d’evitar la mescla d’objectes, la solucio´ que es proposa en aquest
projecte consisteix en fer una dilatacio´ del mapa de disparitats. Amb aixo`
el que s’aconsegueix e´s que quan hi ha dos objectes adjacents a diferents
profunditats (equivalentment, que tenen diferents disparitats), s’enganxen
uns p´ıxels de l’objecte llunya` (el de menys disparitat) a l’objecte proper (el
de me´s disparitat) de manera que al fer la traslacio´, un petit fragment de
l’objecte llunya` romandra` enganxat a l’objecte proper i aix´ı el forat es ge-
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Figura 3.9: Alteracio´ de les posicions reals
nerara` u´nicament entre p´ıxels de l’objecte llunya`, evitant que a l’interpolar
es produeixi una barreja d’objectes. A me´s a me´s, per tal d’evitar discon-
tinuitats massa brusques produides pels punts de disparitat desconeguda
(aquells que tenen valor de disparitat 0), s’ompliran aquests punts interpo-
lant amb els valors de les disparitats dels p´ıxels veins. En la figura 3.10 es
pot apreciar l’efecte de dilatar i interpolar el mapa de disparitats i el resul-
tat que produeix en la nova imatge generada i en la posterior interpolacio´
d’aquesta.
Com es pot comprovar, un tros de l’objecte blanc queda enganxat a
l’objecte marro´ que esta` a menys profunditat, de manera que el forat es
produeix u´nicament entre p´ıxels de l’objecte blanc i per tant ja no es pro-
dueix la mescla d’objectes que estiguin a diferents capes de profunditat.
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Figura 3.10: Dilatacio´ del mapa de disparitats
Tambe´ succeeix el mateix amb l’objecte blanc i el dibuix que hi ha darrere
seu.
Aquesta te`cnica preesnta principalment dos inconvenients. Un d’ells,
me´s que un inconvenient e´s una restriccio´, e´s que cal fer la traslacio´ en la
mateixa direccio´ i sentit que s’ha usat per generar el mapa de disparitats.
En cas de no fer-se aix´ı, pot passar que alguns dels p´ıxels que s’han enganxat
a un objecte de menor profunditat trepitjin aquest objecte al fer la traslacio´,
com succeeix en la figura 3.11. Com s’ha dit, aixo` no e´s un inconvenient
si se sap en quin sentit s’ha mogut la ca`mera per a generar el mapa de
disparitats, tant sols e´s una restriccio´.
L’altre inconvenient, el major dels dos, e´s el cas que s’il·lustra en la
figura 3.12.
Els objectes 1 i 2 estan a la mateixa profunditat (tenen la mateixa
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Figura 3.11: Sentit incorrecte de la traslacio´
Figura 3.12: Defectes de la dilatacio´ del mapa de disparitats
disparitat), en canvi l’objecte 3 esta` per davant. Al dilatar la capa de
profunditat de l’objecte 3, s’esta` enganxant a aquest un petit fragment de
l’objecte 1, de manera que al generar la nova imatge es crea un forat entre
l’objecte 1 i l’objecte 2 i al fer la interpolacio´ es mesclen encara que estiguin
a la mateixa profunditat. Els punts a favor so´n la senzillesa i rapidesa de
la implementacio´ del me`tode, i el fet que no distorsioni ni disminueixi la
resolucio´ de la profunditat.
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3.2.7 Comparacio´ entre les diferents alternatives
En la segu¨ent taula es compararan els diferents me`todes assajats per poder
veure els avantatges i inconvenients dels uns sobre els altres:
Qualitat Velocitat Senzillesa
Interpolacio´ Dolenta Bona Bona
Inpainting Regular Molt dolenta Molt bona
Interpolacio´ per capes Regular Dolenta Dolenta
Filtrat gaussia` + Interpolacio´ Regular Bona Bona
Dilatacio´ + Interpolacio´ Bona Bona Bona
Cal remarcar que l’avaluacio´ d’aquests s’ha fet a partir de les implementa-
cions d’aquests me`todes que ha fet l’autor del projecte. E´s posible que hi
hagi altres implementacions que millorin o empitjorin alguns dels aspectes
tractats. El que sembla bastant evident, pero`, e´s que no hi ha cap me`tode
que proporcioni una qualitat perfecta, tots tenen algun defecte, pero` el que
queda patent e´s que el fet de tractar el mapa de disparitats proporciona re-
sultats favorables. El me`tode escollit sera` el consistent en dilatar i interpolar
el mapa de profunditats i omplir els forats per interpolacio´.
3.3 Resum del procediment utilitzat
S’acabara` aquest cap´ıtol combinant i ordenant les te`cniques exposades ante-
riorment que es faran servir, per esquematitzar el procediment que s’utilitza
per a generar les imatges estereosco`piques.
• Es parteix d’una imatge original i el seu mapa de disparitats. Es pren
la imatge original com la imatge que es fara` servir per un dels ulls.
La imatge de l’altre ull sera` la que es generara` artificialment.
• Es dilata el mapa de disparitats i s’interpolen aquells p´ıxels de dispa-
ritat 0.
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• Es recuperen les profunditats dels punts representats a cada p´ıxel a
partir del mapa de disparitats.
• Es genera la nova imatge per traslacio´. Apareixen forats.
• S’omplen els forats per interpolacio´ lineal.
• Es genera la imatge estereosco`pica combinant les imatges dels dos ulls.
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Cap´ıtol 4
Composicio´
4.1 Te`cniques de composicio´
La composicio´ d’imatges estereosco`piques e´s el proce´s de muntatge de les
imatges esquerra i dreta per tal de ser visualitzades en tres dimensions. Es
presentaran tres de les te`cniques me´s habituals i es compararan entre elles.
La idea comu´ a totes les te`cniques e´s fer que l’ull esquerra u´nicament pugui
veure la imatge esquerra i l’ull dret nome´s la dreta.
4.1.1 Anaglif
L’anaglif e´s la te`cnica me´s senzilla i barata, ja que no cal cap dispositiu
especial ni per composar ni mostrar les imatges, i les ulleres que es necessiten
no so´n gens sofisticades.
La idea consisteix simplement en filtrar les dues imatges amb colors
oposats, generalment vermell i cyan, i en menor mesura verd i magenta.
Les ulleres es construiran amb unes lents tals que cadascuna d’elles deixi
veure tant sols el color amb que ha estat filtrada la seva imatge corresponent.
Habitualment, es filtra la imatge esquerra amb color vermell i la dreta amb
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Figura 4.1: Cercle de color
Figura 4.2: Ulleres anaglifes
cyan, de manera que la lent esquerra sera` vermella i la dreta cyan, aix´ı l’ull
esquerra no podra` veure la imatge dreta i viceversa.
El principal avantatge del sistema anaglif e´s que no calen dispositius ni
ulleres sofisticades. Es poden crear anaglifs amb un simple full de paper
i una impresora en color, o una pantalla d’ordinador, o un televisor, etc,
i per visualitzar la imatge es poden construir unes ulleres fent servir tant
sols paper de celofan vermell i cyan. Per tant, la composicio´ anaglifa e´s una
solucio´ realment barata i per tant molt usada.
El major inconvenient e´s que al manipular els colors de les imatges s’esta`
distorsionant informacio´. Aix´ı, per exemple, els objectes de color vermell no
es veuran be´ perque a la imatge dreta desapareixeran. En canvi, per a imat-
ges en escala de grisos aquesta te`cnica presentara` resultats pra`cticament
perfectes, ja que en aquest cas filtrar el vermell o el cyan en una imatge en
escala de grisos no fara` perdre informacio´. No obstant, tot i aquest incon-
venient, el seu baix cost fa que sigui una te`cnica a`mpliament utilitzada per
distribuir material visual estereosco`pic.
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Figura 4.3: Polaritzacio´
4.1.2 Polaritzacio´
Es fa servir llum polaritzada per separar les imatges esquerra i dreta. En
general es polaritza una imatge en plans horitzontals i l’altra en plans verti-
cals. Les ulleres que es requereixen tenen a cada lent un filtre polaritzador
adequat de forma que cada ull rebi la imatge correcta. E´s una solucio´ re-
lativament barata i els colors no es veuen afectats, encara que s´ı que es
produeix una lleugera pe`rdua de lluminositat.
Un petit inconvenient e´s que si l’usuari no mante´ els ulls amb una ori-
entacio´ correcta es perdra` la sensacio´ de 3D. Aixo` es pot solucionar fent
servir polaritzacio´ circular, per tal que la separacio´ de les imatges sigui in-
dependent de la orientacio´. El major inconvenient e´s que si la imatge en
comptes de ser emesa e´s projectada sobre una pantalla, caldra` que aquesta
estigui construida amb algun material que mantingui la polaritzacio´ de la
llum. En cas de projectar-se sobre una pantalla convencional es perdra` la
polaritzacio´ i per tant l’efecte 3D.
4.1.3 Ulleres actives
Aquesta te`cnica consisteix en emetre de forma alternada les imatges esquer-
ra i dreta. Per visualitzar correctament la composicio´, cal fer servir unes
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Figura 4.4: Ulleres polaritzades
ulleres de lents de cristall l´ıquid (LCD) que obrin i tanquin la visio´ de cada
ull de manera sincronitzada amb la pantalla emisora, e´s a dir, que mentre
s’estigui emetent la imatge esquerra la visio´ de l’ull dret estigui tancada
i viceversa. A altes frequ¨e`ncies, l’obertura i el tancament de la visio´ de
cadascun dels ulls e´s imperceptible. Una frequ¨e`ncia de refresc habitual en
moltes pantalles i monitors que emeten imatges normals e´s de 60Hz, per
tant moltes pantalles per emetre imatges 3D ho fan a 120Hz, ja que han
d’emetre el doble d’imatges per segon.
Figura 4.5: Ulleres actives
El principal avantatge e´s que no hi ha cap tipus de pe`rdua de qualitat, ni
de color ni de lluminositat. El major inconvenient e´s l’elevat preu, tant del
dispositiu emisor com de la pantalla, a part de l’elevat consum de bateries
que generen aquest tipus d’ulleres.
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4.1.4 Comparacio´ de les diferents te`cniques
A continuacio´ es presenta una taula comparant les diferents te`cniques ex-
posades:
Qualitat Preu
Anaglif Acceptable Molt econo`mic
Polaritzacio´ Bona Econo`mic
Ulleres actives O`ptima Car
Per senzillesa i economia en aquest projecte es fara` servir la composicio´ amb
anaglifs, ja que no es disposen de mitjans per fer-ho amb polaritzacio´ i la
te`cnica de les ulleres actives e´s massa cara.
4.1.5 Altres te`cniques
Hi ha altres te`cniques menys habituals, que es comentaran molt breument.
Una d’elles e´s la te`cnica Cromatek, consistent aprofitar el fet que l’an-
gle de refraccio´ de la llum a trave´s d’un prisma depe`n de la longitud d’ona
d’aquesta, e´s a dir del color. Per tant, el que es fa e´s codificar la profun-
ditat amb colors. Les ulleres que es fan servir estan construides amb uns
microprismes que refracten la llum. Al igual que l’anaglif, pot realitzar-se
amb mitjans senzills, tot i que les ulleres so´n me´s costoses. Com a avantat-
ge sobre l’anaglif te´ que la imatge pot visualitzar-se tambe´ en 2D sense les
ulleres (en anaglif es veuen dues imatges superposades). Com a desventatge
te´ que es perd totalment la informacio´ croma`tica.
Una te`cnica molt popular e´s la coneguda com a Head-mounted display
(HMD). Consisteix en un casc que mostra les dos imatges per separat per
cada ull.
Una altra te`cnica l’autoestereoscopia. Amb aquesta te`cnica no calen
ulleres. Consisteix en una pantalla amb petites lents al damunt. De mo-
ment, tot i que s’han comercialitzat televisors amb aquesta tecnologia, e´s
una te`cnica encara en desenvolupament.
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Figura 4.6: Imatge Cromatek
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Cap´ıtol 5
Resultats
En aquest cap´ıtol es presentaran alguns resultats. Els ca`lculs s’han realitzat
amb Matlab 7, en un procesador Intel R©Pentium R©processor T4500. Els
mapes de disparitats s’han calculat amb una tarja gra`fica NVIDIA GeForce
9500GT.
5.1 Mores
En aquesta imatge el mapa de disparitats s’ha agafat ja calculat. Es parteix
de la imatge dreta i del mapa de disparitats i es genera la imatge esquerra.
5.1.1 Imatges
Imatge dreta original
Font: http://www.triaxes.com
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Mapa de disparitats proporcionat per l’autor de la imatge
Font: http://www.triaxes.com
Imatge esquerra amb forats
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Imatge esquerra amb forats tapats
Composicio´
Calen ulleres anaglifes per poder veure correctament la imatge
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5.1.2 Temps de ca`lcul
Resolucio´ de la imatge: 768× 1024
Tractament del mapa de disparitats 8.47s
Generacio´ de la nova imatge 7.74s
Interpolacio´ de forats 8.63s
5.2 Art
En aquest cas, novament s’ha agafat un mapa de disparitats ja proporcionat
per l’autor de les imatges.
5.2.1 Imatges
Imatge dreta original
Font: http://http://vision.middlebury.edu/stereo/
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Mapa de disparitats proporcionat per l’autor de la imatge
Font: http://http://vision.middlebury.edu/stereo/
Mapa de disparitats corregit i tractat
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Nova imatge esquerra amb forats
Nova imatge esquerra amb forats tapats
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Composicio´ Calen ulleres anaglifes per poder veure correctament la
imatge
5.2.2 Temps de ca`lcul
Resolucio´ de la imatge: 1110× 1390
Tractament del mapa de disparitats 16.41s
Generacio´ de la nova imatge 15.20s
Interpolacio´ de forats 16.02s
5.3 Oset
Per aquesta imatge es prenen 2 imatges de la mateixa escena, preses amb
la orientacio´ i alc¸ada correcta de les ca`meres (e´s a dir que no cal rectificar-
les), pero` situades a una dista`ncia inapropiada per a generar una imatge
estereosco`pica. Es calculara` el mapa de disparitats i es generara` una nova
imatge esquerra de tal manera que la composicio´ de les imatges doni lloc a
una imatge estereosco`pica que doni sensacio´ de 3 dimensions.
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5.3.1 Imatges
Imatge esquerra original
Font: http://http://vision.middlebury.edu/stereo/
Imatge dreta original
Font: http://http://vision.middlebury.edu/stereo/
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Mapa de disparitats calculat
Mapa de disparitats tractat i corregit
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Nova imatge esquerra amb els forats tapats
Composicio´
Calen ulleres anaglifes per poder veure correctament la imatge
5.3.2 Temps de ca`lcul
Resolucio´ de la imatge: 375× 450
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Ca`lcul del mapa de disparitats 20s (aprox.)
Tractament del mapa de disparitats 2.72s
Generacio´ de la nova imatge 1.58s
Interpolacio´ de forats 1.95s
Nota: El temps de ca`lcul de la tarja gra`fica no s’ha pogut mesurar de
manera precisa.
5.4 Cons
Les condicions per aquesta imatge so´n exactament les mateixes que en l’an-
terior.
5.4.1 Imatges
Imatge esquerra original
Font: http://http://vision.middlebury.edu/stereo/
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Imatge dreta original
Font: http://http://vision.middlebury.edu/stereo/
Mapa de disparitats calculat
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Mapa de disparitats tractat i corregit
Nova imatge esquerra amb els forats tapats
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Composicio´
Calen ulleres anaglifes per poder veure correctament la imatge
5.4.2 Temps de ca`lcul
Resolucio´ de la imatge: 375× 450
Ca`lcul del mapa de disparitats 20s (aprox.)
Tractament del mapa de disparitats 2.87s
Generacio´ de la nova imatge 1.59s
Interpolacio´ de forats 1.84s
Nota: El temps de ca`lcul de la tarja gra`fica no s’ha pogut mesurar de
manera precisa.
5.5 Porta
En aquest cas es tenen dos imatges de la mateixa escena, pero` ni les ca`meres
han estat orientades correctament, ni l’alc¸ada ni la dista`ncia entre ca`meres
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e´s l’adequada. Cal, doncs, aplicar tot el procediment proposat en aquest
projecte.
5.5.1 Imatges
Imatges esquerra i dreta originals
Font: http://http://profs.sci.univr.it/ fusiello/
Imatge esquerra rectificada
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Imatge dreta rectificada
Mapa de disparitats calculat
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Mapa de disparitats tractat i corregit
Nova imatge esquerra amb els forats tapats
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Composicio´
Calen ulleres anaglifes per poder veure correctament la imatge
5.5.2 Temps de ca`lcul
Resolucio´ de la imatge: 316× 403
Deteccio´ i identificacio´ de punts caracter´ıstics (SURF) 11.09s
Rectificacio´ 1.85s
Ca`lcul del mapa de disparitats 18s (aprox.)
Tractament del mapa de disparitats 1.97s
Generacio´ de la nova imatge 1.23s
Interpolacio´ de forats 1.85s
Nota: El temps de ca`lcul de la tarja gra`fica no s’ha pogut mesurar de
manera precisa.
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Conclusions
En aquest projecte s’arriba a la conclusio´ de que, tot i que generar de manera
artificial una imatge estereosco`pica a partir d’una posicio´ qualsevol de les
ca`meres sigui molt me´s barat que obtenir el parell d’imatges a partir d’un
set ste`reo, la qualitat obtinguda no e´s comparable. No obstant, la sensacio´
de profunditat s´ı que es pot aconseguir, per tant aquest procediment pot
ser interessant per a aplicacions on no cal que la qualitat de la imatge sigui
perfecta pero` que amb la profunditat n’hi hagi prou.
La dificultat principal e´s la obtencio´ del mapa de disparitats. El me`tode
proposat en aquest projecte e´s poc robust. El problema no e´s tant sols que
els resultats poden ser poc acurats, sino que un mapa de disparitats erroni
condiciona molt negativament tota la resta del proce´s.
En quant a la velocitat dels ca`lculs, l’avantatge e´s que molts dels pro-
cediments realitzats poden paral·lelitzar-se, no tant sols el ca`lcul de mapes
de disparitat, sino tambe´ procediments com la interpolacio´ de forats, o una
part de la generacio´ de la imatge esquerra virtual. Per tant, si es fa una
paral·lelitzacio´ gestionant adequadament la memo`ria de la tarja gra`fica i la
transfere`ncia de dades entre aquesta i la CPU, es poden arribar a aconseguir
velocitats molt elevades.
Per tant, per millorar aquest procediment e´s essencial intentar obtenir
un algoritme que permeti obtenir un mapa de disparitats el me´s correcte
possible, i a la velocitat me´s elevada possible, altrament seria impensable
la seva aplicacio´ a procesos que requereixin un tractament a temps real.
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Costos del projecte
Els costos d’aquest projecte es divideixen en 3 apartats: cost de l’equipa-
ment necessari per a la seva realitzacio´, cost de la programacio´ i cost de
funcionament.
Cost de l’equipament
• Ordinador amb procesador Athlon II, 2GB de RAM, 320GB de disc
dur: 321¤
• Tarja gra`fica nVidia GeForce 9500GT: 96¤
• Font d’alimentacio´ 400W: 30¤
• Webcam Soyntec (x2): 50¤
Cost total de l’equipament: 497¤
Cost de la realitzacio´
• Sou d’un programador becari: 6¤/h
• Nombre d’hores estimades per a la programacio´ de tots els algoritmes:
160h
Cost total de la realitzacio´: 960¤
Cost de funcionament
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• Pote`ncia consumida per la font d’alimentacio´ de l’ordinador: 400W
• Preu del kWh per una pote`ncia contractada de 3.3kW (abril 2011):
0.140069¤/kWh
Cost horari de funcionament: 0.0560276¤/h
Costos totals
• Cost fix: 1457¤
• Cost variable (per hora de funcionament): 0.0560276¤/h
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Estudi mediambiental
L’impacte ambiental de la posada en pra`ctica d’aquest projecte e´s baix. Els
u´nics aspectes negatius so´n:
• El fet de precisar d’una tarja gra`fica per poder realitzar ca`lculs en
paral·lel implica un major consum d’energia ele`ctrica per part de l’or-
dinador. Cal disposar d’una font d’alimentacio´ me´s potent que les que
acostumen a venir de se`rie amb els ordinadors.
• Al final de la vida u´til de l’ordinador, la tarja gra`fica, les ca`meres,
etc, aquests es converteixen en residus que no poden llenc¸ar-se als
contenidors normals del carrer. Cal portar-los a un punt verd o a una
deixalleria.
A tall d’exemple, es mostra l’energia consumida durant una jornada
laboral (8h) per un ordinador amb una font d’alimentacio´ de 250W i un
ordinador equipat amb una font d’alimentacio´ de 400W com la usada en
l’ordinador amb que s’ha realitzat aquest projecte:
Font 250W Font 400W Difere`ncia
2kWh 3.2kWh 1.2kWh
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Ape`ndix A
Conceptes matema`tics
En aquest cap´ıtol s’introduiran els conceptes matema`tics necessaris per a
poder desenvolupar aquest projecte. Es parlara` de moviments r´ıgids i es
fara` una breu introduccio´ a la morfologia matema`tica.
A.1 Moviments r´ıgids a l’espai
En aquesta seccio´ es considera l’espai R3, i s’introduiran els moviments
r´ıgids, que so´n aplicacions que conserven la dista`ncia entre punts. Cal
dir que, depenent del que convingui en cada moment, es tractara` R3 com
un espai vectorial (els seus elements so´n vectors que es poden combinar
linealment entre ells) o be´ com un espai af´ı (els seus elements so´n punts,
pero` la difere`ncia entre dos punts e´s un vector).
A.1.1 Estructura me`trica de l’espai
Abans de res, cal introduir alguns conceptes importants que es faran servir,
i que permetran dotar l’espai R3 d’altres estructures a part de la d’espai
vectorial i la d’espai af´ı.
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Definicio´ 13. El producte escalar euclidi de R3 e´s l’aplicacio´
< ·, · >: R3 ×R3 −→ R
(x, y) 7−→ x1y1 + x2y2 + x3y3
on (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) so´n les coordenades dels vectors x, y en la base
ordina`ria.
A partir de la definicio´ es poden comprovar de manera immediata les
segu¨ents propietats:
Proposicio´ 1. Propietats del producte escalar
• Sime`tric: < x, y >=< y, x >
• Lineal per l’esquerra: < λx+ µy, z >= λ < x, z > +µ < y, z >
• Lineal per la dreta: < x, λy + µz >= λ < x, y > +µ < x, z >
• Definit positiu: < x, x >≥ 0 i < x, x >= 0⇔ x = 0
Aixo` permet introduir un concepte que sera` molt u´til per a poder tractar
amb moviments r´ıgids:
Definicio´ 14. Una base (u1, u2, u3) de R
3 es diu que e´s ortonormal si
< ui, uj >=
{
1, i = j
0, i 6= j
A partir del producte escalar es pot definir la norma, mo`dul o longitud
d’un vector:
Definicio´ 15. La norma de R3 e´s l’aplicacio´ donada per
‖ · ‖ : R3 −→ [0,∞) ⊂ R
x 7−→ √< x, x >
La norma compleix les segu¨ents propietats:
Proposicio´ 2. Propietats de la norma:
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• Definida positiva: ‖x‖ ≥ 0 i ‖x‖ = 0⇔ x = 0
• ‖λx‖ = |λ|‖x‖, on λ ∈ R
• Desigualtat triangular: ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
A me´s a me´s, a partir de les propietats de la norma i del producte escalar
es pot deduir el segu¨ent resultat:
Proposicio´ 3. Desigualtat de Cauchy-Schwarz
Siguin x, y ∈ R3, aleshores:
| < x, y > | ≤ ‖x‖‖y‖
La desigualtat de Cauchy-Schwarz e´s molt important i, entre moltes
altres coses, permet assegurar l’existe`ncia d’un α ∈ [0, pi] tal que < x, y >=
‖x‖‖y‖ cosα. A me´s a me´s, es pot comprovar que aquest α correspon a
l’angle que formen els dos vectors, d’on es despre`n que dos vectors x, y so´n
perpendiculars entre ells si, i nome´s si, < x, y >= 0.
Finalment, s’acabara` aquest primer apartat definint una dista`ncia a R3:
Definicio´ 16. La dista`ncia de R3 e´s l’aplicacio´ donada per
d : R3 ×R3 −→ [0,∞) ⊂ R
(x, y) 7−→ ‖x− y‖
A partir de la definicio´ i de les propietats de la norma, es dedueixen de
manera immediata les segu¨ents propietats per a la dista`ncia:
Proposicio´ 4. Propietats de la dista`ncia
• Definida positiva: d(x, y) ≥ 0 i d(x, y) = 0⇔ x = y
• Sime`trica: d(x, y) = d(y, x)
• Desigualtat triangular: d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)
Amb aquesta aplicacio´ es diu que R3 e´s un espai me`tric, i e´s justament
aixo` el que calia per a poder parlar de moviments r´ıgids a l’espai, tenir una
manera de mesurar les dista`ncies entre punts.
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Figura A.1: Desigualtat triangular
A.1.2 Isometries lineals
En aquest apartat es parlara` dels moviments r´ıgids lineals, tambe´ coneguts
com isometries lineals, es classificaran els diferents tipus d’isometries, i s’a-
profundira` una mica en l’estudi de les rotacions, que so´n el tipus d’isometria
que es fara` servir en el desenvolupament d’aquest projecte.
Definicio´ 17. Una isometria lineal de R3 e´s una aplicacio´ f : R3 → R3
tal que
• f e´s lineal: f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y)
• f e´s un moviment r´ıgid: d(x, y) = d(f(x), f(y))
La segona condicio´ de la definicio´ es pot reescriure de manera equivalent
com ‖x‖ = ‖f(x)‖, d’on es dedueix que si els valors propis de f tenen mo`dul
1, i per tant det(f) = 1 o det(f) = −1.
Es te´ el segu¨ent resultat de molta utilitat per a comprovar si una apli-
cacio´ e´s una isometria lineal:
Proposicio´ 5. (Caracteritzacio´ de les isometries lineals)
f : R3 −→ R3 e´s una isometria lineal ⇐⇒< x, y >=< f(x), f(y) >
I d’aquest resultat se’n pot dedu¨ır el segu¨ent, que estableix com so´n les
matrius de les isometries lineals:
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Proposicio´ 6. f e´s una isometria lineal si, i nome`s si, la seva matriu A
en una base ortonormal compleix que AtA = I3
E´s a dir, si f e´s una isometria lineal sera` invertible i si A e´s la seva
matriu en una base ortonormal es complira` que A−1 = At.
Utilitzant aquest fet juntament amb que els valors propis de f tenen
mo`dul 1 es pot arribar a demostrar el segu¨ent resultat:
Proposicio´ 7. (Classificacio´ de les isometries lineals de l’espai) Sigui f :
R3 → R3 una isometria lineal, aleshores:
• det(f) = 1 si, i nome`s si, existeix una base ortonormal de R3 tal que
la matriu de f en aquesta base e´s 1 0 00 cosα − sinα
0 sinα cosα

En aquest cas, es diu que f e´s una rotacio´
• det(f) = −1 si, i nome`s si, existeix una base ortonormal de R3 tal
que la matriu de f en aquesta base e´s −1 0 00 cosα − sinα
0 sinα cosα

En el cas en que f sigui una rotacio´, e´s a dir quan det(f) = 1, la
interpretacio´ geome`trica e´s la segu¨ent: Si (u1, u2, u3) e´s una base ortonormal
respecte de la qual la matriu de f e´s la donada a la proposicio´, els vectors
de la mateixa direccio´ que u1 so´n fixos per f , de manera que no giren. El
subespai generat per u1 sera`, doncs, l’eix de la rotacio´. Per altra banda,
prenent un vector v que pertanyi al subespai engendrat per u2 i u3 aleshores
l’angle format entre v i f(v) e´s α, o sigui que α e´s l’angle de rotacio´. En
el cas en que f no sigui una rotacio´, e´s a dir quan det(f) = −1, f e´s una
simetria respecte d’un pla seguida d’una rotacio´, pero` no s’aprofundira` me´s
en aquesta interpretacio´ perque´ no e´s necessari per a aquest projecte.
De la interpretacio´ anterior es dedueix el procediment a seguir per a
obtenir les equacions d’una rotacio´ f d’angle i eix coneguts:
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Figura A.2: Rotacio´ lineal
• Construir una base ortonormal (u1, u2, u3) prenent com a u1 un vector
en la direccio´ de l’eix, i construir la matriu de canvi de base S posant
els vectors ui com a columnes.
• Construir la matriu B de f en la base (u1, u2, u3):
B =
 1 0 00 cosα − sinα
0 sinα cosα

• Calcular la matriu A de f en la base ordina`ria:
A = SBSt
• Les equacions de f vindran donades per
f
 xy
z
 = A
 xy
z

A.1.3 Moviments r´ıgids afins
Aix´ı com les isometries lineals so´n les aplicacions lineals que conserven la
dista`ncia, els moviments r´ıgids afins so´n aplicacions afins que conserven la
dista`ncia:
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Definicio´ 18. Un moviment r´ıgid af´ı de R3 e´s una aplicacio´ f : R3 → R3
tal que
• f e´s una transformacio´ af´ı
• f e´s un moviment r´ıgid: d(x, y) = d(f(x), f(y))
Tota transformacio´ af´ı es descompon com una aplicacio´ lineal seguida
d’una traslacio´:
f(x) = f˜(x) + T
on f˜ e´s una aplicacio´ lineal i T el vector de traslacio´. La propietat interessant
e´s que l’aplicacio´ f˜ e´s una isometria lineal, de manera que per a classificar
moviments r´ıgids lineals n’hi haura` prou amb classificar la isometria lineal
associada. No s’entrara` en me´s detalls en la discusio´ de la classificacio´ de
moviments r´ıgids afins, ja que per a aquest projecte n’hi haura` prou amb
poder-los interpretar com una isometria lineal seguida d’una traslacio´
A.2 Morfologia matema`tica
En aquesta seccio´ es fara` una breu introduccio´ a la morfologia matema`tica,
i es veura` com es pot aplicar al tractament d’imatges. La morfologia ma-
tema`tica e´s una teoria inicialment concebuda per a tractar amb figures
geome`triques, tot i que actualment s’ha exte`s i generalitzat. La refere`ncia
principal per aquesta seccio´ e´s Serra [?].
A.2.1 Reticles complets
L’estructura matema`tica ba`sica per a desenvolupar la teoria de la morfologia
matema`tica e´s el reticle complet. Abans de tractar amb aquest concepte,
pero`, cal introduir-ne alguns de previs.
Definicio´ 19. Un conjunt X es diu que esta` parcialment ordenat si existeix
una relacio´ bina`ria, R, que per a qualssevol a, b, c ∈ X verifica les segu¨ents
propietats:
98 Generacio´ d’imatges estereosco`piques
• Reflexivitat: aRa
• Antisimetria: aRb, bRa ⇐⇒ a = b
• Transitivitat: aRb, bRc =⇒ aRc
Habitualment, se sol fer servir el s´ımbol ≤ per a denotar la relacio´ R, i si
a ≤ b es diu que b e´s me´s gran que a.
Una observacio´ important e´s que donats dos elements a, b ∈ X no han
d’estar necessa`riament relacionats, i si no ho estan es diu que no so´n compa-
rables. En el cas en que necessa`riament es tingui que a ≤ b o b ≤ a, per a tots
els elements a, b ∈ X, aleshores es diu que el conjunt esta` totalment ordenat.
Exemple 3. Exemples de conjunts parcialment ordenats:
• X = R amb ≤ sent la relacio´ ”menor o igual”habitual. De fet, amb
aquest ordre, R e´s un conjunt totalment ordenat.
• X = R2 amb ≤ sent l’ordre lexicogra`fic, e´s a dir, (x1, x2) ≤ (y1, y2)⇔
x1 < y1 o x2 ≤ y2 si x1 = y1. Novament, el conjunt esta` totalment
ordenat.
• X = P(R) (conjunt de parts dels nombres reals), sent ≤ la relacio´
d’inclusio´ entre conjunts, e´s a dir: A ≤ B ⇔ A ⊂ B. En aquest cas,
el conjunt esta` parcialment ordenat pero` no totalment ordenat ja que
hi ha elements, com {1, 2} i {1, 3, 4, 6} que no so´n comparables.
Figura A.3: B ≤ A, C ≤ A, pero` B i C no so´n comparables.
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Definicio´ 20. Sigui X un conjunt parcialment ordenat. Sigui Y ⊂ X
un subconjunt. Un element a ∈ X s’anomenara` cota superior de Y (resp.
cota inferior de Y ) si b ≤ a,∀b ∈ Y (resp. a ≤ b,∀b ∈ Y ).
Es dira` que c e´s el suprem (resp. ı´nfim) de Y si e´s la menor de les cotes
superiores (resp. la major de les cotes inferiors). El suprem i l’´ınfim de Y
es denoten per ∨(Y ) i ∧(Y ) respectivament.
Cal observar que l’existe`ncia de cotes superiors i cotes inferiors no esta`
assegurada. En cas que existeixin cotes superiors i/o cotes inferiors, tam-
poc esta` assegurada l’existe`ncia de suprems i/o ı´nfims, pero` quan aquests
existeixen aleshores so´n u´nics:
Proposicio´ 8. Donat un subconjunt Y ⊂ X d’un conjunt parcialment or-
denat, en cas d’existir ∨(Y ) (resp. ∧(Y )) aquest e´s u´nic.
Exemple 4. Prenent els conjunts parcialment ordenats de l’exemple ante-
rior:
• Qualsevol nombre a ≥ 1 e´s una cota superior del subconjunt [0, 1], i
qualsevol nombre b ≤ 0 e´s una cota inferior. El suprem e´s ∨([0, 1]) = 1
i l’´ınfim e´s ∧([0, 1]) = 0.
• Prenent el subconjunt Y = {(x, y) ∈ R2|x ≤ 1}, els elements (a, b) ∈
R2 tals que a ≥ 1 so´n cotes superiors. No existeix el suprem de Y ,
ja que donada una cota superior sempre se’n pot trobar una de me´s
petita. No existeixen cotes inferiors i per tant tampoc existeix l’´ınfim
de Y .
• Agafant Y = {(0, 1 + 1/n)|n ∈ N} ⊂ P(R), els subconjunts donats
pels intervals (0, 3), [−1, 2), o el conjunt total R, so´n algunes cotes
superiors de Y , i els subconjunts (0, 1), (1/2, 1/2), o el conjunt buit
∅, so´n algunes cotes inferiors de Y . El suprem de Y e´s ∨(Y ) =⋃
n∈N(0, 1+1/n) = (0, 2) i l’´ınfim e´s ∧(Y ) =
⋂
n∈N(0, 1+1/n) = (0, 1].
Com ja s’ha comentat, i com es veu clarament en els exemples anteriors,
no esta` assegurada l’existe`ncia de cotes superiors i inferiors i menys encara
l’existe`ncia de suprems i ı´nfims. Al menys aquests u´ltims en cas d’existir
so´n u´nics, pero` dels exemples es despre`n que en cas d’existir el suprem i/o
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l’´ınfim d’un subconjunt Y ⊂ X d’un conjunt parcialment ordenat, aquests
no necessa`riament seran elements del subconjunt Y . En el primer dels
exemples es veu com tant el suprem com l’´ınfim pertanyen al subconjunt.
En el segon exemple no existeixen ni el suprem ni l’´ınfim. En el tercer
exemple el suprem pertany al subconjunt pero` l’´ınfim no.
Definicio´ 21. Sigui X un conjunt parcialment ordenat. Si per a tot sub-
conjunt Y ⊂ X existeixen ∨(Y ) i ∧(Y ) es diu que X e´s un reticle. Si, a
me´s a me´s, ∨(Y ),∧(Y ) ∈ Y aleshores X e´s un reticle complet
A.2.2 Estructura de reticle complet en les imatges en es-
cala de grisos
Per poder aplicar la morfologia matema`tica al tractament d’imatges caldra`
dotar aquestes d’estructura de reticle complet. En el cas de les imatges en
escala de grisos aixo` e´s molt fa`cil i intuitiu, en el cas de les imatges en color
segueix sent senzill pero` no existeix una manera intuitiva de fer-ho. De
totes formes, en aquest projecte no caldra` aplicar te`cniques morfolo`giques
a imatges en color, aix´ı que amb posar l’estructura de reticle complet a
les imatges en escala de grisos sera` suficient i, de fet, tenint en compte que
l’objectiu e´s fer el tractament de les imatges amb ordinador, n’hi haura` prou
amb posar l’estructura de reticle complet a les imatges digitals en escala de
grisos.
Una imatge digital en escala de grisos era un parell (Ω, I) amb Ω =
[1, N ]× [1,M ] ⊂ R2, N,M ∈ Z+, i I : Ω→ [0, 255]∩Z una aplicacio´ que a
cada p´ıxel (x, y) ∈ Ω li assigna el seu valor de gris. Per a poder comparar
dues imatges, e´s raonable imposar que el seu conjunt de p´ıxels, Ω, sigui el
mateix e´s a dir, dit d’una altra manera, que siguin imatges de la mateixa
mida. Aleshores, donades dues imatges digitals en escala de grisos definides
sobre el mateix conjunt de p´ıxels, (Ω, I)i(Ω, I ′), l’ordre vindra` donat per la
relacio´
(Ω, I) ≤ (Ω, I ′)⇐⇒ I(x, y) ≤ I ′(x, y),∀(x, y) ∈ Ω
Proposicio´ 9. Fixat un conjunt Ω = [1, N ]×[1,M ] ⊂ Z2, la relacio´ anterior
defineix un ordre parcial sobre el conjunt de totes les imatges digitals en
escala de grisos que tinguin Ω com a conjunt de p´ıxels.
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Si el conjunt de p´ıxels Ω es pot sobreentendre s’escriura` directament
I ≤ I ′. Hi haura` imatges que no seran comparables.
Exemple 5. Sigui Ω = [1, 3]× [1, 3] ⊂ Z2. Es consideren les imatges
I1 =
 0 100 2553 200 240
200 200 220

I2 =
 100 100 255100 200 255
200 200 255

I3 =
 50 100 255200 200 255
200 200 255

Aleshores I1 ≤ I2, I1 ≤ I3, i I2 i I3 no so´n comparables.
Exemple 6. De les imatges segu¨ents, la primera e´s menor o igual que la
segona:
Figura A.4: Ordre en imatges
Amb aquest ordre s’aconsegueix l’estructura buscada de reticle complet
per a les imatges digitals en escala de grisos.
Proposicio´ 10. Fixat un conjunt Ω = [1, N ] × [1,M ] ⊂ Z2, el conjunt de
totes les imatges digitals en escala de grisos sobre Ω e´s un reticle complet
amb la relacio´ d’ordre definida anteriorment.
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A.2.3 Erosions i dilatacions
Un cop presentada l’estructura de reticle complet i havent dotat d’aquesta
a les imatges digitals en escala de grisos, es definiran les dos transforma-
cions elementals, que seran de gran importa`ncia i utilitat en el tractament
d’imatges: les erosions i les dilatacions.
Definicio´ 22. (Imprecisa) Sigui X un reticle complet.Una aplicacio´ B :
X → P(X) e´s un element estructurant si per a qualssevol x ∈ X, x ∈ B(x)
i B(y) te´ la mateixa forma que B(x) per a tot y ∈ X∗.
La idea e´s que a cada element de X se li assigna un ve¨ınat (d’aqu´ı
el fet que x ∈ B(x)) que te´ la mateixa forma per a qualsevol punt. Per
exemple, en subconjunts del pla, un element estructurant pot ser centrar
a cada punt un cercle d’un determinat radi constant, o un centrar a cada
punt un quadrat de mides constants,...
Definicio´ 23. Sigui X un reticle complet i B : X → P(X) un element
estructurant.
• Una erosio´ per B e´s una aplicacio´ ε : X → X tal que ε(x) = ∧(B(x)).
• Una dilatacio´ per B e´s una aplicacio´ δ : X → X tal que δ(x) =
∨(B(x)).
Hi ha moltes me´s transformacions morfolo`giques, pero` aquestes dos so´n
les ba`siques i, de fet, les u´niques que es faran servir en aquest projecte.
A.2.4 Erosions i dilatacions d’imatges en escala de grisos
Recordant l’estructura de reticle complet amb que s’ha dotat a les imatges
digitals en escala de grisos definides sobre un determinat conjunt de p´ıxels
Ω = [1, N ] × [1,M ] ⊂ Z2, es procedira` a definir les erosions i dilatacions
me´s habituals.
∗Aquesta definicio´ que s’ha donat e´s molt imprecisa. Per a fer-ho de manera rigorosa
primer s’hauria de dotar X d’estructura topolo`gica i aleshores dir que B(x) i B(y) so´n
homeomorfs o topolo`gicament equivalents
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Primer de tot, cal definir quin sera` l’element estructurant. En totes les
aplicacions de la morfologia usades en aquest projecte s’ha fet servir com
a element estructurant l’aplicacio´ que a cada p´ıxel (x, y) ∈ Ω li assigna el
subconjunt format per la finestra de mida n× n (amb n imparell) centrada
en (x, y).
L’erosio´ d’una imatge digital en escala de grisos (Ω, I) per l’element
estructurant B(x, y) (finestra n× n centrada en (x, y)) e´s una nova imatge
(Ω, I˜) tal que
I˜(x, y) = min
(i,j)∈B(x,y)
I(i, j)
E´s a dir, a cada p´ıxel (x, y) se centra una finestra de mida n×n, es mesuren
totes les intensitats de gris dels p´ıxels de la finestra, i d’aquestes s’assigna
a I(x, y) la de valor mı´nim.
La dilatacio´ d’una imatge digital en escala de grisos (Ω, I) per l’element
estructurant B(x, y) (finestra n× n centrada en (x, y)) e´s una nova imatge
(Ω, I˜) tal que
I˜(x, y) = max
(i,j)∈B(x,y)
I(i, j)
La idea de la dilatacio´ e´s exactament la mateixa pero` prenent la intensitat
de gris ma`xima de la finestra en comptes de la mı´nima.
Exemple 7. Erosions i dilatacions de la primera imatge de l’exemple 6:
Figura A.5: Erosio´ i dilatacio´ amb finestra de mida n = 3
Com es pot observar a les imatges de l’exemple, hi ha una banda a la
frontera de la imatge que queda sense tractar, la mida de la qual va creixent a
mesura que s’augmenten les dimensions de l’element estructurant. Aquesta
banda s’anomena banda de brossa, i so´n p´ıxels on no es pot centrar l’element
estructurant perque´ aquest se surt de la imatge.
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Figura A.6: Erosio´ i dilatacio´ amb finestra de mida n = 5
Figura A.7: Erosio´ i dilatacio´ amb finestra de mida n = 7
Exemple 8. (Aplicacio´ de l’erosio´ a la deteccio´ de contorns)
Una aplicacio´ de l’erosio´ e´s la deteccio´ de contorns. Tot i que existeixen
algoritmes molt me´s sofisticats, com els de Canny i Sobel, amb l’erosio´ es
pot aconseguir un detector de contorns molt senzill. Si (Ω, I) e´s la imatge
original i (Ω, I˜) la imatge erosionada, aleshores (Ω, I − I˜) sera` la imatge
amb els contorns.
A.3 Convolucio´
La convolucio´ e´s una eina de gran importa`ncia en el tractament d’imtages.
Primer es veuran les definicions i propietats generals de la convolucio´, i a
continuacio´ es veuran algunes aplicacions al tractament digital d’imatges.
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Figura A.8: Deteccio´ de contorns amb finestra de mida n = 5
A.3.1 Definicions i propietats
Definicio´ 24. (Convolucio´ de senyals continus)
Siguin f : Rn → R i g : Rn → R funcions de quadrat integrable, e´s a
dir
∫
Rn
(f(x))2dx < ∞ (i ana`logament per g). La convolucio´ de f per g e´s
la funcio´ definida per
(f ∗ g)(x) =
∫
Rn
f(y)g(x− y)dy
La funcio´ g s’anomena nucli de la convolucio´
Definicio´ 25. (Convolucio´ de senyals discrets)
Siguin f : Zn → R i g : Zn → R dues funcions de quadrat sumable sobre
W , e´s a dir
∑
(f(k))2 <∞ (i ana`logament per g). La convolucio´ de f per g
e´s la funcio´ definida per
(f ∗ g)(k) =
∑
m∈Zn
f(m)g(k −m)
La funcio´ g s’anomena nucli de la convolucio´
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En ambdo´s casos es verifica la segu¨ent llista de propietats:
Proposicio´ 11. Propietats de la convolucio´
• Bilinealitat:
– (λf + µg) ∗ h = λf ∗ h+ µg ∗ h
– f ∗ (λg + µh) = λf ∗ g + µf ∗ h
• Commutativitat: f ∗ g = g ∗ f
• Associativitat: (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)
De la bilinealitat es despre`n que es compleix tambe´ la propietat distri-
butiva. Cal observar que no existeix un element neutre per a la convolucio´.
Tot i que en aquest projecte, lo`gicament, nome´s s’aplicara` la convolucio´
al tractament d’imatges, es tracta d’un recurs matema`tic de molta utilitat
en molts camps de la cie`ncia i l’enginyeria: electro`nica, tractament de so,
estad´ıstica, o`ptica,...
A.3.2 Convolucio´ aplicada al tractament d’imatges
Donada una imatge digital en escala de grisos (Ω, I), la seva convolucio´
pel nucli g e´s la imatge (Ω, I ∗ g). Triant adequadament el nucli es poden
aconseguir diversos efectes sobre la imatge. Si la imatge e´s en color es fa la
convolucio´ dels tres canals de color per separat, e´s a dir si I = (IR, IG, IB)
aleshores I ∗ g = (IR ∗ g, IG ∗ g, IB ∗ g).
Seguidament es presenten algunes aplicacions de la convolucio´ d’imatges.
Per a fer els exemples s’ha pres la primera imatge de l’exemple 6.
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Accentuacio´
• Nucli: 
0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 −1 5 −1 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0

• Exemple:
Figura A.9: Accentuacio´
Difuminat
• Nucli: 
0 0 0 0 0
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
0 0 0 0 0

• Exemple:
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Figura A.10: Difuminat
Deteccio´ d’eixos
Es converteix abans la imatge a escala de grisos, per a obtenir millors re-
sultats.
• Nucli:  0 1 01 −4 1
0 1 0

• Exemple:
Figura A.11: Deteccio´ d’eixos
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Realc¸ament
• Nucli:  −2 −1 0−1 1 1
0 1 2

• Exemple:
Figura A.12: Realc¸ament
